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Chapitre 1

Introduction

La fin du 19eme siecle a connu 'aboutissement de deux théories physiques : la mécani-
que classique et 1’électrodynamique. Certains physiciens de 1’époque pensaient que la
physique avait atteint son couronnement. Toutefois, deux problemes restaient sans solu-
tion :

— I’hypothese de I’éther, référentiel indispensable a la propagation de la lumiere, n’était

pas vérifiée,

— le spectre du rayonnement du corps noir ne trouvait pas d’explication dans le cadre

de I’électrodynamique et de la thermodynamique.
On connait aujourd’hui les deux conséquences importantes tirées des réponses a ces ques-
tions. La premiere conduisit a la théorie de la relativité restreinte que 1'on développera a
la fin de ce cours et la seconde a la mécanique quantique qui sera abordée au semestre de
printemps de la deuxieme année.

L’approche commune de la mécanique et de ’électrodynamique classiques que nous
proposons dans ce cours repose sur deux notions fondamentales de la physique : le mou-
vement du point matériel et le champ électromagnétique. La logique qui réunit ces deux
éléments s’appuie d'une part sur I’étude du mouvement d’une particule chargée et sur la
détermination du champ qu’elle produit et d’autre part sur ’analyse de I'interaction du
champ avec les charges.

La mécanique et tout particulierement la mécanique céleste a été au centre des préoccu-
pations des scientifiques de toutes les civilisations. Elle connut un point culminant a la
suite des travaux de Newton (1642-1727) publiés dans ”Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica” et que l'on considere comme la publication la plus influente de tous les
temps. Par la suite, la mécanique évolua vers des formulations plus raffinées telles que la
mécanique de Lagrange (1736-1813) et la mécanique de Hamilton (1805-1865) que nous
présentons dans les chapitres 2 et 3 de ce cours.

Les phénomenes électriques et magnétiques sont connus depuis l'antiquité, mais leur
interprétation complete dans une théorie unifiée ne date que du 19eme siecle. A la suite
de la découverte des lois fondamentales telles que la loi de Coulomb (1785), la loi de
Biot-Savart (1820), la loi de Faraday (1831) et des travaux de Gauss et Weber, Maxwell
élabora une théorie unifiée des phénomenes électriques et magnétiques et la publia en 1873
dans “Treatise on Electricity and Magnetism”. Le champ électromagnétique qui constitue



la manifestation essentielle de cette théorie sera présenté dans le chapitre 4. Ses liens avec
la mécanique apparaitront d’abord dans I’étude du champ électromagnétique produit
par une charge en mouvement. Ils reviendront ensuite dans ’approche microscopique de
I’électrodynamique ou l'on considere le champ en interaction avec les composants de la
matiere. Ces notions seront developpées dans les chapitres 5, 6 et 7 de ce cours.

Enfin, I"électrodynamique est une théorie relativiste. Cependant, son expression dans
un formalisme covariant, .e. son écriture sous une forme directement transmissible dans
tout référentiel d’inertie (référentiel de Lorentz) n’a abouti qu’en 1905 apres les travaux
d’Einstein. Dans les deux derniers chapitres du cours, on présentera les fondements de la
relativité restreinte en dégageant son impact sur la formulation de I’électrodynamique et
en analysant ses implications sur le mouvement du point matériel.

La mécanique et 1’électrodynamique classiques introduisent des notions et des métho-
des générales qui sont utilisées en physique théorique. Dans ce sens, le cours est complété
par plusieurs appendices mathématiques qui serviront de références pour la suite des
études. Pour terminer cette introduction, rappelons que ce cours repose sur les connais-
sances acquises en premiere année, tout particulierement sur celles du cours Introduction
a la physique théorique 1,11 auquel il sera fait constamment référence.



Chapitre 2

Mécanique de Lagrange

La théorie de Newton permet, en principe, de traiter tous les problemes de la mécanique
classique. Pour un point matériel m sur lequel agit la somme des forces F, la démarche
consiste a déterminer la trajectoire r(t) a partir de 1’équation de Newton

mi = F(r,1,1) (2.1)

soumise aux conditions initiales r(0) = ry, 7(0) = vo. Cependant, cette théorie est souvent
mal adaptée aux systemes soumis a des contraintes que 1’on représente par des forces dont
la forme n’est pas connue. D’autre part, I'expression de 1’équation du mouvement (2.1)
en coordonnées cartésiennes, n’est pas invariante par transformations de coordonnées. En
conséquence, il faut pour chaque nouvelle situation réécrire I’équation dans les coordonnées
choisies. Un exemple est donné par ’équation du mouvement du pendule plan. Comme
nous allons le voir, la formulation lagrangienne de la mécanique classique permet, de par
son expression scalaire, de contourner ces difficultés.

2.1 Contraintes et coordonnées généralisées

Les contraintes, comme par exemple une surface sur laquelle se meut 1’objet, le fil tendu
d’un pendule, - - -, peuvent étre représentées par des forces que I’on dénomme force de sou-
tien S, force de traction T, ---. Ces forces que 'on désigne par R; s’appellent réactions
des contraintes. Elles s’ajoutent aux forces d’interactions et aux forces extérieures glo-
balement notées F;, mais leur forme est a priori inconnue. Pour un systeme de N points
matériels m;, on peut écrire les équations de Newton

Dans la plupart des cas, les contraintes sont fixées par des équations qui réduisent les
degrés de liberté du systeme. En outre, elles imposent de maniere naturelle un choix de
coordonnées spécifiques appelées coordonnées généralisées. Pour N point matériels soumis
A k contraintes dans I'espace IR?, on définit le nombre de degrés de liberté

n=Nd—Fk. (2.3)

Toutes ces notions sont illustrées dans les exemples qui suivent.



Exemples : Contraintes, degrés de liberté, coordonnées généralisées

1. Point matériel en mouvement sur une surface plane : N =1, IR?, k=1
Pour une force F donnée, le systeme est décrit par ’équation de Newton

mr=F+8S.

,,,,,,,,,,,,,,,,,

FI1GURE 2.1 — Mouvement dans le plan zy

La contrainte qui oblige le point matériel a rester dans le plan zy se traduit par
I’équation z = const. La réaction de la contrainte est la force de soutien S. Alors, le
nombre de degrés de liberté est n = 2 et les coordonnées généralisées de ce probleme
sont (z,y).

2. Pendule double plan : N =2, IR?, k =2

(0]

y

FI1GURE 2.2 — Pendule double, plan

Le systeme est décrit par les deux équations de Newton

miry = mg+ T+ T,

mofy = meg+ Ts .
Les contraintes imposées par les fils tendus se traduisent par les deux équations
sy =06 . (m—x)+(—n) =06,

Les réactions de ces contraintes sont les forces de traction T;,¢ = 1,2, 3, des fils
tendus. Alors, le nombre de degrés de liberté est n = 2 et les coordonnées généralisées
de ce probleme sont (¢1,¢s). Leur relation avec les coordonnées cartésiennes se



déduit de FIG. 2.2 et est donnée par la transformation r; = r;(¢1, p2),7 = 1,2, qui
s’écrit explicitement

r1 = {ising;

y1 = {icosyp

Ty = {ising; + fysin @y (2.4)
Yo = Fl1cospy + o cos s .

. Machine de Atwood : N =4, R, k=2
Les contraintes imposées par les fils tendus se traduisent par les deux équations
ZL‘1*|>I‘2:£1 $3+[L‘4-2[L‘2:£2.

Les réactions des contraintes sont les forces de traction des fils tendus. Alors, le
nombre de degrés de liberté est n = 2 et les coordonnées généralisées sont par
exemple (x1,z3). Leur relation avec les coordonnées cartésiennes est donnée par la
transformation notée z; = x;(x1,x3) i = 1,2,3,4 et qui s’écrit explicitement

rr = I T3 = I3

To = El—l‘l l‘4:€2+2(£1—l‘1)—l‘3.

X 3
FIGURE 2.3 — Machine de Atwood

. Double pente : N =2, R? k=3
Les contraintes imposées par les pentes (forces de soutien) et le fil tendu (forces de
traction) fournissent les trois équations

T T

— t — (b— 1)t - —
y1 = (a+ x1) tan Y2 = ( To) tan [ w50 cosa

Alors le nombre de degrés de liberté est n = 1 et la coordonnée généralisée de ce
probléeme est par exemple (z7).

. Pendule sphérique : N =1, R?, k=1

La contrainte imposée par le fil tendu est fixée par I’équation

(= r| = /22 + y% + 22

Alors le nombre de degré de liberté est n = 2 et les coordonnées généralisées sont
les angles sphériques (¥, ). Le passage de (z,y,2) & (¢, p) est donné par la trans-
formation r = r(49, ¢) qui définit les coordonnées sphériques

x = [{sinvcosy
y = {sindsing (2.5)
z = lcos? .



FIGURE 2.4 — Double pente

6. Disque tournant : N =1, R? k=1
Pour une masse m se déplacant sur un disque tournant avec une vitesse angulaire
w constante, la contrainte est fournie par la condition z = const. Les coordonnées
généralisées sont (o, @) et le passage des coordonnées cartésiennes a ces coordonnées
est donné par la transformation r = r(p, ¢, t) qui en composantes s’écrit

x = ocos(p+ wt)

y = osin(p+wt) . (2:6)

Dans ce cas, on a une dépendance explicite de t.

De maniere générale, la position de N points matériels m; dans IR? est fixée par Nd
degrés de liberté qui peuvent étre représentés par les coordonnées cartésiennes r;. La
présence de k contraintes réduit le nombre de degrés de liberté a n = Nd — k. On dit
qu’'une contrainte est holonome si elle est fixée par une équation du type

fj(rb ...,I'N,t) =0 j = 1, 7]{7 . (27)

Les contraintes qui ne sont pas de la forme (2.7) sont appelées non holonomes. Elles
peuvent par exemple dépendre de la vitesse. Les contraintes sont aussi classées en con-
traintes rhéonomes lorsque le temps apparait explicitement et scléronomes dans le
cas contraire. Dans la suite de ce cours, on se limitera aux contraintes holonomes. On
franchit un pas essentiel dans la présentation du formalisme lagrangien en définissant les
coordonnées généralisées : variables nécessaires pour décrire la position d’un systeme
mécanique. Dans le cas d'un systeme a n degrés de liberté, on les désigne par les variables

q1,92, -, Gn n=Nd—-k
qui sont reliées aux coordonnées cartésiennes r; , 2 = 1,---, N, par une transformation
de coordonnées inversible que ’on note!
r; = r;(q1, 92, s Gn, ) i=1,..,N . (2.8)

Les coordonnées généralisées n'ont pas nécessairement une dimension de longueur. On
peut aussi définir les vitesses généralisées ¢; en calculant la dérivée totale de (2.8)

" Or; or;
. 1 . (2
B= >0 g = (2.9)
j=1 8qj ot
1. Dans la notation r; = r;(q1,q2,...,Gn,t), on désigne abusivement la fonction qui caractérise la

transformation par le méme symbole que les vecteurs cartésiens r; .

6



Les vitesses généralisées n’ont pas nécessairement la dimension d’une vitesse. La donnée
simultanée des coordonnées généralisées et des vitesses généralisées détermine 1’état du
systeme et permet, en principe, de prédire son mouvement futur. Des lors, les variables
¢; sont indépendantes des ¢; ! Ainsi, on prend note des arguments de la fonction vitesse

fi(q17"'7qn7q17"'7qn7t) .

2.2 Equation de d’Alembert

Meéme si les équations des contraintes sont données explicitement, on ne connait pas les
forces correspondantes. Pour analyser l'effet des réactions des contraintes R;, d’Alembert
a eu l'idée de considérer leur travail virtuel, i.e. le travail fourni par ces forces sur un

déplacement virtuel dr; décrit par une variation? de la trajectoire r;(t) (voir appendice
A).

Principe de d’Alembert : la somme des travaux des forces de contraintes R; sur tout
déplacement virtuel est nulle

N

> R;-0r;=0. (2.11)

i=1
Comme tout postulat, il résulte de l'observation. On sait, par exemple, que les réactions
S; des contraintes d'un point matériel se déplacant sur un plan satisfont le principe de
d’Alembert par orthogonalité. En mots simples, quelle que soit la trajectoire dans le plan,
les forces de soutien S; qui sont perpendiculaires n’apportent pas d’énergie aux masses
m;. En appliquant la condition (2.11), les équations du mouvement (2.2) se transforment
en équation de d’Alembert

N
i=1

Le déplacement virtuel est défini par la variation® de r; par rapport au parametre e

8[’2‘

Oe

€. (2.13)

e=0

or; = ri(q1<t, €), ey Gu(t, E),t) - ri(%(t)a e Qn<t)7t) -

A Taide de la dérivée totale d’une fonction de n variables et de la regle de dérivation en
chaine, la fonction (2.8) donne

or; 8q] 81“@
; 2.14
Z 1 Jgq; Oe o Z 8q] ( )

2. Le déplacement virtuel correspond & la variation de la fonctionnelle identité ¢ : {f} — i[f] = f(x)
que l'on note simplement f. Alors, la définition de la variation

f+h—f—=0dfhf=o(h)  o(h)/||h]| =0 pour [h]—0 (2.10)
donne §f[h] = h. En mots simples, la variation §f de la trajectoire traduit un changement de forme
infinitésimal de la fonction f(z) et non pas un déplacement selon x qui serait donné par la différentielle

df = f'(x)dx
3. Plutot que de considérer un espace fonctionnel général, on restreint ici la définition de la variation
a une famille de fonctions ¢, (¢, €) indicées par le parametre € et telles que ¢;(¢,0) = g;(¢).

7



ou 'on a noté la variation des g;

dq;
dqj = =2 2.15
q] 8 € —o ( )
Alors, le travail virtuel des forces F; en coordonnées généralisées s’écrit
N n
5A:ZF1"5I'@'—Z<ZF )5% ZQJ&JJ‘
i=1 j=1
et permet de définir les forces généralisées
N
ari
Q=Y F;- . (2.16)
T 9q;

Exprimons ’équation de d’Alembert (2.12) en fonction des coordonnées généralisées. Avec
la variation (2.14) et en utilisant la régle de dérivation d’un produit, on peut développer
le premier terme de I’équation de d’Alembert

N
Zmlrlérz = Z arl
=1

i—1 z:: CJJ
n N 81'1' ) d <8I'Z )1
= m; — | -1 -—= (=g - (2.17)
Jz::l ; l ( 9q; dt \g; )| 7
L’énergie cinétique totale

N
my; .
Ty 219
=1

y est contenue, comme on peut le voir en calculant les dérivées de T' par rapport a ¢;
respectivement g;

or _ im <r . aifl‘) (2.19)

8Qj — 8qj
o < an-)
dq; 2 dq; (220)
et en substituant dans (2.17) les deux relations
A , 2.21
Adp. Ay, ( )
= — 2.22
g dt (3%) (2.22)

qu’il s’agit de vérifier. Pour justifier la premiere, on considere la linéarité en ¢; de I'expres-
sion (2.9) de la vitesse. Pour la deuxieme, il suffit d’exprimer la dérivée totale du membre
de droite et d’utiliser la propriété de commutation des dérivées partielles. Finalement,
avec ces deux relations et avec les composantes de la force généralisée (2.16), I’équation
de d’Alembert (2.12) en coordonnées généralisées prend la forme

" | dor oT
S ——,———Q-]éq:o. (2.23)
=1 [dt@q] 8qj J I

8



Cette équation est a la base de la formulation de la mécanique lagrangienne. De la méme
maniére que les forces généralisées (2.16), on définit les impulsions généralisées

N
8]:'@'
Pji=> Pi— (2.24)
’ ; g
ou les p; = m,r; sont les quantités de mouvement. Par exemple, en coordonnées polaires,
la position r = pe, et la vitesse 1 = pe, + ope, exprimées en fonction des vecteurs
orthonormés .
| cosep | —singp
o= [ sin ¢ ] G = [ Cos ¢ ] (2.25)
conduisent aux impulsions généralisées
. Or : . .
Do = mr: Do = m(oe, + ppe,) - €, = mg (2.26)
. Or 2.
by = mr-—-— &0 m(oe, + ppe,) - e, =mo P . (2.27)

2.3 Equations de Lagrange

L’équation de d’Alembert (2.23) est valable quel que soit le déplacement virtuel dg;.
On en déduit les équations de Lagrange de lere espece

d (01 01
— =) —-=—=—=0Q; =1,... 2.2
dt (6(]]) 8qj J J ’ ak ( 8)

ou l'on a les dépendances T'(q,¢,t) et QQ;(¢g,t). Pour simplifier la notation, on laissera
souvent tomber l'indice des arguments en écrivant ¢ = (¢, ..., ¢,), de méme pour ¢. Dans
le cas particulier ou I'on admet que les forces F; proviennent ou dérivent d’un potentiel

V(ry,...rn, t) i.e. satisfont la relation F; = —V,;V, on obtient
N N
or; or; oV
Q:=NF, —=->SVV —L=—— 2.29
’ ; 9q; ; 9q; dq; (229)

ou l'on a utilisé le fait que V dépend des r;(q). Alors, en introduisant (2.29) dans (2.28)
et en remarquant que V' est indépendant des vitesses généralisées ¢, on peut définir la
fonction de Lagrange

pour aboutir aux équations de Lagrange
d (0L oL
—|==]—-—=—=0 =1,...,n. 2.31

4. Dans le dernier membre de (2.29), la dérivée OV /0g; a la signification d’une dérivée totale

8V(r1, LIN, 1) oV 8301 oV ayz oV 0z; or;
o Z {61’1 dq; ayi dq; azl an Z ViV dq;

=1



Ces équations jouent un role central en mécanique classique. Elles gardent la méme forme
quelles que soient les coordonnées généralisées choisies. Pour une fonction de Lagrange
donnée, elles permettent de formuler rapidement le probleme du calcul de la trajectoire.
Toutefois, la résolution de ces équations, la plupart du temps non linéaires, reste relative-
ment difficile. Enfin, la fonction de Lagrange (2.30) et I'expression de I’énergie cinétique
(2.18) montrent que

oL or & . or

—_— = 0 = m;r; - — .

d¢; 94 lzzl T Oy
On retrouve ainsi les impulsions généralisées (2.24) comme dérivées de la fonction de
Langrange.

0L
b= ¢ -

Avant de poursuivre notre parcours de la formulation lagrangienne de la mécanique, pre-
nons quelques exemples simples.

(2.32)

Exemples : Fonctions et équations de Lagrange

a) Particule de masse m soumise a la force F(|r|)
Un point matériel m se déplace dans le plan zy sous 'action de la force F(p). Comme
la force dépend de ¢ = /22 + y?, on choisit les coordonnées polaires (g, ¢) données
par la transformation r = ge,. Le calcul de la vitesse

I = e, + ope, (2.33)
conduit a I’énergie cinétique
T =28 = (8 + ). (2.34)

Dans ces coordonnées, les forces généralisées deviennent

Q, = F-0r/0p = F-e, = F,
Q, = F.-0r/0p = F-pe, = pF,.

Du calcul des dérivées

a—T—m' a—T—m'2 a—T—m2' 8_T_0

et des équations de Lagrange (lere espece) (2.28) suivent les équations du mouve-
ment d’un point matériel m soumis a la force F(p)

mj —mop® = F,

d )
E[mgzgo] = oF, . (2.35)

Ce sont des équations différentielles non linéaires, couplées dont la résolution peut
étre tres difficile suivant la forme de la force.
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b) Pendule double

On admet que les oscillations des pendules, dues a la pesanteur, sont limitées dans
le plan zy. Les deux contraintes

ri =] (g —11)* =63

ramenent le probleme a deux degrés de liberté, de coordonnées généralisées (1, @2).
Il reste a exprimer la fonction de Lagrange

L=T-V= %ﬁ + %rg — V(r1, 1) (2.36)

dans ces nouvelles coordonnées. De FIG. 2.5, on tire les transformations de coor-
données

ry = /li(singp; , cospq)

ro = ({1sinp; + losinps |, £ cospy + l2 o8 ps)
d’ou 'on déduit les vitesses

I, = ((prcosp; , —prsing)
Iy = (lip1cospr + lapacospy , —Li1prsing; — loposings)

et enfin 'énergie cinétique

(my + my)
2

o Ma .
T = Gt + 72@803 + malilap1pz cos(p1 — 2 - (2.37)

FIGURE 2.5 — Pendule double

L’énergie potentielle vaut
V = (mq 4+ mag)gli(1 — cos 1) + magla(1l — coss) . (2.38)

On peut finalement écrire les deux équations de Lagrange en 1, o

d { OL oL
) - == — i=1.2 2.
dt (8@]‘) &pj 0 J ’ ( 39)

dont la formulation explicite est laissée en exercice. Dans le cas général, les solutions
sont tres compliquées puisque qu’elles peuvent donner lieu a des mouvements chao-
tiques. Toutefois, il est possible d’intégrer (exercice) facilement les deux équations
dans le cas particulier ou on les linéarise en se limitant a de petites oscillations :
1 <1, o K 1.
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c) Perle glissant sur un enroulement hélicoidal

La perle de FIG. 2.6 glisse sans frottement sous l'effet de la gravitation. Les co-
ordonnées généralisées appropriées sont les coordonnées cylindriques (g, ¢, z). Les
deux contraintes
0? = R? L= a 0
27

limitent le mouvement a un degré de liberté que 'on peut représenter par la coor-
donnée z. Alors la fonction de Lagrange s’écrit

L = %I"Q —mgz = %(RQ@Q + %) — mgz
m (2m)% 5\ .o
= 5 (1 + 2 R |2 —mgz . (2.40)

Le calcul des dérivées

oL _ 1%@g2. oL _
82_m a : 0z g

fournit I’'équation de Lagrange

9
ne)

a

54 0. (2.41)

Avec les conditions initiales z(0) = 2y, 2(0) = 0, I'intégration donne

Aw—;mm%—gb+éff}

Pour R — 0, a — oo, on obtient évidemment z(t) = 2o — 2gt2.

. (2.42)

z

R

FIGURE 2.6 — Enroulement hélicoidal

d) Pendule sphérique

Pour ce systeme soumis a la contrainte £ = /2?2 4+ y? + 22, on choisit les coordonnées
généralisées (U, p) données par la transformation r = le,.. La vitesse vaut alors

i = ((Jeg + sindpe,,) . (2.43)
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On a défini les vecteurs orthonormés

sin ¥ cos ¢ cos U cos —sinp
e, = | sindsinp ey = | cossinep e, = | cosyp
cos v —sin 0
(2.44)
La fonction de Lagrange
L= %1"2 —mg(l —z) = %62(192 + sin? 9 $?) — mgl(1 — cos V) (2.45)
conduit aux équations du mouvement
ﬁ—sinﬁcosﬁngJr%sinﬁ:O (2.46)
ml*sin® 9 $ = const = p,, . (2.47)
En substituant la deuxieme dans la premiere, on obtient
2
. D cosv g .
V- ——— Zsind =0 . 2.48
(mf2)? sin® * oo (2.48)
La multiplication par ¥ donne I’équation
1d . 1/ p,\2d 1 gd
S5+ 5 (B) Gy — e cost =0
2dt” " 2\m2) dtsin?9  (dt
qui laisse apparaitre 1’énergie
me? . 1 p?
E=—9+_-—£ — mgl cos v 2.49
2 * Smlsmty 0P (249)

comme constante du mouvement i.e. dE/dt = 0. Finalement, I'intégration de (2.49)
conduit a l'intégrale elliptique

dy’

0
t— to == / B .

"2~ (25) i + 2 cos?
Cette intégrale calculée numériquement permet de déterminer ¥(t) par inversion,
puis ¢(t) a l'aide de (2.47). Comme le montre I’équation (2.48), le cas particulier

¥ < 1 (et aussi |7 — J| < 1) est toujours décrit par une équation non linéaire.

Dans les exemples traités jusqu’ici, I'existence de la fonction de Lagrange L =T — V
reposait sur la présence de forces F;(r) (2.29) dérivant d’un potentiel V' tel que

Q,(0,1) =—a% (@.1). (2.50)

Lorsque les forces dépendent des vitesses, la relation ci-dessus n’est plus valable. Par
contre, s’il existe un potentiel V (g, ¢,t) tel que

d (oV ov
(¢, ¢,t) = — | =— | — =— 2.51

Qj (Q7Q7 ) dt <8qj> 8q] ) ( )
I’équation (2.28) nous permet encore de définir une fonction de Lagrange L =T — V. On

rencontrera un exemple important d’une telle fonction de Lagrange dans le chapitre 5 ou
I’on étudiera la particule chargée dans un champ électromagnétique.
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2.4 Principe de Hamilton

On a tiré les équations de Lagrange des équations de Newton en appliquant le principe
de d’Alembert. On peut aussi les obtenir en s’appuyant sur un principe d’extrémalisation.
On consideére un systéme mécanique décrit par la fonction de Lagrange L(q, g,t) et soumis
a des contraintes holonomes. Pour la famille de courbes g;(t, €) de parametre €, définies
sur [t1,ts] et telles que g;(¢,0) = q;(t), ¢;j(t1,€) = ¢;(t1), gj(ta,€) = g;(t2), on définit la
fonctionnelle d’action S qui, a la famille de fonctions g;(¢, €), fait correspondre la valeur
donnée par l'intégrale .

2
Slq] = /t L(g.q,t) dt . (2.52)
Parmi toutes les courbes ¢;(t, €) dont dépend la fonctionnelle (2.52), quelle est la trajec-
toire physique ¢;(t) ? La réponse est donnée par le principe de Hamilton.

Principe de Hamilton : La trajectoire physique q;(t) entre les temps ty et ty est fournie
par l'extremum de [’action

55=0. (2.53)

On détermine cet extremum en variant S ® (voir appendice A) i.e. en calculant la différentielle
de S par rapport au parametre €. Le calcul donne

dL

0S = dt 0L = dt—

th t de

B *[L dq; , OL 9
‘= Z[aqj de "0 0|

e=0 =1
¢ " | 0L Oq; 0L 0q; 0L\ 0q;
o o 0q; Oe dt 0q; Oe 8q] e —o

ou l'on a utilisé la dérivée du produit et la propriété de commutativité des dérivées par

rapport a € et a t i.e. 9g;/0e = d/dt(dq;/0¢). En introduisant la notation de variation
dq; = [0q;/0€|c—o €, on obtient I’expression

o= 3ol - G| S

dont le deuxieme terme du membre de droite s’annule en raison des conditions limites
qi(t1,€) = q;(t1) et q;(ta, €) = ¢j(t2) qui donnent dg;(t1) = 0 = dg;(t2). Grace au lemme®
fondamental du calcul des variations, la condition 6.5 = 0 conduit aux équations d’Euler-

Lagrange
d (0L oL
J— _— _—— = 0 ] p— ]_ e . 2-56

dt <8qj> 8qj J ol ( )

t2

(2.55)

t1

5. La différentielle § F' d’une fonctionnelle F' : {f} — IR s’appelle variation et est définie par
F[f +h]|— F[f] — 6F[h] = o(h) o(h)/||h|| = 0 pour |h||—0. (2.54)

Pour calculer la variation, au lieu de I’espace {f}, on utilise une famille de fonctions indicées par e.
6. Lemme fondamental du calcul des variations :
Si les fonctions f et dy sont continues et que dy(x1) = 0 = dy(z2), on a

/Zf(x)éy(:r)dx:() Véiy = flx)=0 Vuz.
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2.5 Symétries et théoreme de Noether

Suivant les propriétés de symétries que possede un systeme physique décrit par la
fonction de Lagrange L(q,q,t), il est possible de déduire des intégrales premiéres i.e.
des grandeurs f qui ne changent pas au cours du temps

jt (¢,4,t) =0 (2.57)
On les appelle aussi constantes du mouvement ou grandeurs conservées. Si par
exemple la fonction de Lagrange L ne dépend pas des coordonnées du centre de gravité,
il est possible de choisir n’importe quel point de I’espace comme origine. On parle alors
d’homogénéité de I’espace. Lorsque L ne dépend pas explicitement du temps, le choix
du temps zéro est libre. On parle alors d’homogénéité du temps. Un systeme dont la
fonction de Lagrange L ne change pas par rotation des coordonnées est appelé systeme
isotrope. Prenons, par exemple, le cas de 'homogénéité du temps, i.e. OL/0t = 0. Alors,
pour L(q,q), la dérivée totale s’écrit

=

J=1

oL oL
3%‘% 5%‘%

En utilisant les équations de Lagrange (2.31), on obtient 1'expression

" oL oL " d [OL
=Sl ) o+ o) =

.]:

et finalement 1’équation

d | 0L
— 1> 4 —L| =0 (2.58)
dt j=1 8qj /
qui fournit la grandeur conservée
" 0L
_ ) 2.59
E < 94; = — ( )

Ce n’est rien d’autre que la forme généralisée du théoreme de 1’énergie. Dans le cas par-
ticulier L =T — V(r), on obtient I’énergie mécanique

3. 0T
:Z%;@»j_TJrv:mf.f_%f?jLV:TJrv_ (2.60)

Il existe un théoreme général (Emmy Noether 1918) qui permet de tirer les intégrales
premieres a partir des propriétés de symétrie de la fonction de Lagrange. Les symétries
sont représentées par des transformations continues des coordonnées généralisées g;(t).
Ces transformations dépendent généralement d'un parametre o € IR et s’écrivent

q;(t) = ¢;(t, ) j=1,---.n (2.61)

avec la propriété ¢;(t,0) = ¢;(1).
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Un exemple de symétrie est fourni par une rotation R(p) d’angle ¢ que 'on note

r'(t) =r(t,p) = R(p)r(t) . (2.62)

On a bien r(¢,0) = R(0)r(t) = r(¢). La transformation infinitésimale est donnée par le
développement de Taylor limité aux termes linéaires

! aq t7 Q
q;(t) = q;(t) + % a+ 0(a?) (2.63)
a=0
qui permet de définir la variation
0q;(t, @)
0g; = q;(t, @) = q;(t) = =5 (2.64)
a=0

On dit que la fonction de Lagrange L est invariante sous la transformation (2.61) si

L'= L(q(t, o), 4(t, o), t) = Lq(t),4(t), 1) (2.65)

pour tout ¢;(t) et tout a. L’invariance se traduit alors par la condition

dL
iL=IL'~L="-| a=0. (2.66)

a=0

On caractérise ainsi les symétries du systeme par 'invariance de la fonction de Lagrange
sous 'action d’un groupe de transformations telles que celles données par (2.61).

Th. 2.1 Théoreme de Noether
Si la fonction de Lagrange L(q,q,t) est invariante sous l’action d’une transformation
q;(t) = qj(t, ), alors la grandeur

" 0L
——0gq; 2.67
5 (267)

est une intégrale premiere ou grandeur conservée.

Pour la preuve, on calcule la variation

dL
0L = —
da

" [0L dy; , OL 04
glaq]aa dd; oo |,_,"

a=0

Par hypothese, la fonction de Lagrange L satisfait les équations de Lagrange et est telle
que 0L = 0. Alors, en utilisant la commutativité des dérivées 0/0c et d/dt, on obtient
I’expression

n oq; L 0g: " Td (OL\ 8q; 0L d (dq;

L — 1 - 71 — . 1) Y]

0 2 [ <aq]> 9o 9d; aaLOO‘ = [dt (8(]]) 9o T oq dt <8a e
d [& oL og " 9L

d_ 8q] Oa Z 1 0 g0

J

dt

qui fournit la grandeur conservée (2.67).
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Exemples : Symétries et grandeurs conservées

a)

b)

Invariance de translation
On considere la transformation donnée par une translation a de direction e.

r'(t)=r(t,a) =r(t) +ae.

Alors, la variation donne

or(t,a) B B
. aia—%(r—l—ae) a=ea.

=0 a=0

or =

Si la fonction de Lagrange du systeme considéré est invariante de translation, a savoir
L(r + ae, i, t) = L(r,t,t), le théoréme de Noether fournit la grandeur conservée

3 3
> %&c’j =) 8—,Laej =p-ea. (2.68)

=1 9Tj 5 05

On a utilisé (2.32) pour faire apparaitre I'impulsion p dont la composante parallele
a la direction e est conservée.

Invariance de rotation
On considere une rotation” d’axe n et d’angle ¢

r' =r(t, ) = R(p)r(t)
oll R est une matrice orthogonale, i.e. RRT = I = RTR. Le calcul donne

d
o= %R(s@) ry .

¢=0

or = %r(t, ©)

=0
En dérivant la relation d’orthogonalité, on obtient ’expression

d T
Iy =(M+M")=0
=0 dgp =0

d T
o RR

= d_R RT
=0 dep

ot R(0) = I = R*(0). Ainsi, la matrice M = [dR/dp|,—o est antisymétrique et
possede donc seulement 3 composantes indépendantes, les 3 composantes de n. En
fait, la matrice M est donnée par

0 -n, ny
M = n, 0 —n,
—Ny TNy 0

et donc (vérifier)
or=Mrp=nxry.

7. La représentation explicite d’une rotation d’axe n et d’angle ¢ peut étre obtenue par des
considérations géométriques élémentaires (voir cours d’Introduction & la physique théorique)

/

r'=Ru(p)r=(m-rn+[r—(n-r)njcosp+ [n x r|sing. (2.69)
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Si la fonction de Lagrange du systeme considéré est invariante de rotation, a savoir
L(Rr, Rr,t) = L(r,1,t), le théoreme de Noether fournit la grandeur conservée

Z gfj Z g (mxr)jp=p-mxr)p=n-(rxp)p. (2.70)

On en déduit la conservation de la composante n-L du moment cinétique L = r X p.
Par exemple, il est facile de voir que la fonction de Lagrange L = mr?/2 — V(|r|)
est invariante de rotation par rapport a n’importe quel axe n et implique donc la
conservation du moment cinétique L.

2.6 Mouvement du corps rigide

Un corps rigide est un corps qui ne subit aucune déformation. Il est caractérisé par
une densité de matiere p(r) distribuée dans un volume V' de masse M = [;, p(r) d®r. Son
mouvement peut étre étudié a ’aide de deux types d’équations équivalentes : les équations
de Lagrange et les équations d’Euler.

2.6.1 Equations de Lagrange du corps rigide

Comment écrire la fonction de Lagrange L = T — V' d’un corps rigide en rotation,
plongé dans un potentiel V(r)? Dans le cours d’Introduction a la physique théorique, on
a montré, en utilisant un modele de N points matériels, que 1’énergie cinétique du corps
rigide se décompose en une énergie cinétique de translation et une énergie cinétique

de rotation . .
T = 5MG2 + §w’T@’w’ = Tirans + Trotat (2.71)

ou G est le vecteur du centre de gravité, w’ le vecteur vitesse angulaire du corps rigide
et O le tenseur moment d’inertie® dont les composantes sont définies par

0B —/ d*r'p r 200p — T, xﬁ} . (2.72)

8. Avec w’ = w'n, ol n définit 'axe de rotation, une forme équivalente de ’énergie cinétique de
rotation est Tiotar = %I’ 2

w’?, ou le scalaire

1= n®n = [ @) = [t R = (v

est le moment d’inertie par rapport a n.
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La notation prime désigne les axes fixés au corps rigide en rotation. Le tenseur d’inertie
est symétrique O, 5 = Oj,,. Il est représenté par la matrice

/ / /
11 12 13

I / / /
O = 21 22 23 : (273>
/ / /
31 32 33

Si 'on considere des rotations par rapport aux axes principaux du corps rigide, on
obtient les trois moments d’inertie principaux

O = [ d'pr) [of + f] (2.74)
v

O, = /dgr’p(r') {x'12+x32} (2.75)
v

0 = /dgr’p(r') {x'12+x'22} : (2.76)
v

On remarque que ©) + 0}, > O} cycliquement. Lorsque les trois moments d’inertie princi-
paux sont différents, on parle de gyroscope asymétrique. Si deux sont égaux mais différents
du troisieme, on parle de gyroscope symétrique (toupie). Si les trois sont égaux on parle
de gyroscope sphérique. Le calcul de ’énergie cinétique de rotation, en fonction du ten-
seur d’inertie, a été effectué relativement a une origine O’ située au centre de gravité. On
peut montrer que ce choix est judicieux puisque toute translation d’origine O’ — 5/,
donnée par le vecteur a, ne change pas le probleme pour autant que ’on corrige le tenseur
d’inertie par la formule

©.5 = Oy + M |6, — a,al] (2.77)

connue sous le nom de théoréme de Steiner.

Pour écrire les équations de Lagrange d'un corps rigide en rotation, il est indispensable
de définir des coordonnées généralisées adaptées au mouvement de rotation. L’orientation
d’un systeme d’axes en rotation est fixée de maniere pratique par les trois angles d’Euler
(i, 9, ¢) qui sont illustrés sur FIG. 2.7 et définis par trois rotations successives :

a) rotation d’axe z et d’angle ¢
b) rotation d’axe £ et d’angle 0 (2.78)
¢) rotation d’axe 2’ et d’angle 1) .

Alors le passage du repere au repos O au repere en rotation O" est donné par la rotation
R(p, ¥, 1) qui résulte de la composition des trois rotations a), b), c)

r'=RyjoRyoR,r=Rr. (2.79)

9. Pour le mathématicien, un tenseur d’ordre 2 est une forme bilinéaire. Le physicien définit un tenseur
d’ordre 2 par la propriété de transformation de ses composantes ©,3. Par rotation R, on doit avoir

3
Ous = Y RouRp,Opy .

pr=1

On montre que ces deux définitions sont équivalentes, voir cours Méthodes mathématiques de la physique.
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ligne nodale

b)

FIGURE 2.7 — Définition des angles d’Euler

En représentant chaque rotation par une matrice, on obtient

x cos® siny 0 1 0 0 cosp singp 0 x
y | = | —siny cosy 0 0 cosv sinv —sing cosp 0 Y
2 0 0 1 0 —sind cos? 0 0 1 z
(2.80)

A Taide de cette représentation d’une rotation, on peut calculer la matrice de vitesse
angulaire Q' = RTR définie dans le cours d’Introduction ¢ la physique théorique. Ce
calcul est direct mais long. On peut déterminer les composantes de w’ de maniere plus
simple en considérant, selon FIG. 2.7, les axes de rotation (z,&, 2’) fixés par les vecteurs
unitaires {e,, ey, e, }. La vitesse angulaire est alors donnée par la combinaison linéaire

W' = pe, + deg + ey . (2.81)

Les composantes de ces vecteurs unitaires sont données par les projections sur les axes
x' Yy, 2 attachés au corps rigide en rotation. A partir de FIG. 2.7 ¢), on voit que

e, = (sin¥siny , sindcos?) , cosd)
ey = (cosy, —sinyp, 0) (2.82)
€y = (0 s 0 s 1) .

D’ou l'on extrait les composantes de la vitesse angulaire

W, = @sindsiny +Jcosv
wh = @sindcosy — JIsiny (2.83)
wy = @cost 4.
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Grace a (2.83), la fonction de Lagrange d'un corps rigide en rotation et soumis au potentiel
V' peut s’écrire dans les coordonnées généralisées appropriées

L(@a 197 ,l/}u @7 ,197 w> =T-V= %wlT@lwl - V<807 ,197 w> . (284)

Exemple : Toupie soumise a son poids

Le mouvement d’'une toupie (0] = ©)) de masse M, soumise a son poids est décrit par
la fonction de Lagrange
2. 0! S : o! -\ 2
L=>" ?’wQQ—Mgl cost = 71 (@2 sin? ¢ + 192)—1-73 (gbcosﬁ‘ + w) —Mglcos? . (2.85)

=1

Pour cette fonction L(ﬁ,gb,zé,@/}) qui ne dépend pas explicitement des variables ¢, p, ¥,
le théoreme de énergie (2.60) et les équations de Lagrange (2.31) fournissent les trois
intégrales premieres '°

E = T+V (2.86)
L .

Py = g_cp = (@'1 sin? ¢ + CH cos” 19) + 05 cos ¥ (2.87)
L .

Py = g—w = 9O} cosV + YOy . (2.88)

On vérifie que p,, et p, sont les projections du moment cinétique L’ (2.94) sur e, respec-
tivement e,. De (2.87) et (2.88), on tire les équations couplées pour ¢ et 1

. Dy — Dycost . Dy ) 9
_ i v . 2.89
v Tin?d V=g e (2.:89)
6 z
Vi
Mg

X

FIGURE 2.8 — Toupie soumise a son poids

En allant dans F, on tire une équation différentielle pour le mouvement de nutation (t)

(py — Py cos )’ . P}
20 sin? ¥ 204

/
E = 71192 + + Mglcos?v . (2.90)

10. Les grandeurs F et p, sont aussi des intégrales premieres pour le gyroscope asymétrique, par contre
la grandeur py, ne l'est que pour la toupie.
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On simplifie cette équation en introduisant la nouvelle variable u = cos ¥ et en définissant
les constantes

2 M
Dy Py 1 Dy 2 gl
_Pe Py S ) ol - 2.91
“Te o @3( @g) =g (2.9

pour aboutir a I’équation différentielle unidimensionnelle

%u? V() =0 (2.92)

de potentiel
2V (u) = (a — bu)? — (a — Bu)(1 — u?) . (2.93)

Connaissant u(t), on peut, a partir des équations (2.89), déterminer par intégration ¢(t) et
¥ (t). Par ailleurs, 1’équation (2.92) possede une structure simple qui permet une analyse
qualitative du mouvement de la toupie par I’étude du portrait de phase i.e. du compor-
tement de la vitesse en fonction de I’énergie potentielle.

2.6.2 Equations d’Euler

Comme 1’énergie cinétique, le moment cinétique L du corps rigide peut étre exprimé
en fonction du tenseur d’inertie et de la vitesse angulaire. Pour un corps rigide en rotation,
le moment cinétique L exprimé dans les coordonnées de O est donné par

L=0w.

On remarque que pour un tenseur d’inertie © quelconque le moment cinétique et la vitesse
angulaire n’ont pas la méme direction. Dans les coordonnées de O, on a de méme

L'=0dW . (2.94)
La relation entre ces deux formules est donnée par
L = RR"ORR"w = RO'W' . (2.95)

Si I'on admet que sur le corps rigide agit la force extérieure F, un moment de force
M =r x F apparait et le théoreme du moment cinétique s’écrit

L=M. (2.96)

A laide de la formule de composition des vitesses pour des référentiels accélérés (voir
cours d’Introduction a la physique théorique)

L:R[L’+w’ xL’} ,
on arrive a ’expression des équations d’Euler
L'+w xL =M
que l'on écrit en fonction des moments d’inertie et des vitesses angulaires
Ow +w x (OW)=M". (2.97)
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En passant aux axes principaux et en écrivant (2.97) en composantes, on obtient les
équations d’Euler
1w+ (05 — Oh)wpws = My
ik + (0 — Ole) = M (2.98)
sws + (0 — OPwiwy = Mg .
C’est un systeme d’équations non linéaires. On peut montrer que ces équations sont équi-
valentes aux équations de Lagrange.
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Chapitre 3

Mécanique de Hamilton

La mécanique de Lagrange permet de représenter un systeme physique de n degrés de
liberté a I’aide de la fonction de Lagrange

L<q17"'7qn7q'17"'7q'n7t> (31)

qui dépend des coordonnées généralisées q; et des vitesses généralisées ¢;. Le mouvement
est décrit par n équations différentielles du 2eme ordre (2.31), les équations de Lagrange

Les applications que 'on a rencontrées, nous ont montré que la mécanique de Lagrange
offre un formalisme puissant pour la résolution des problemes de mécanique. Toutefois,
dans certaines situations physiques, il est utile de remplacer les vitesses généralisées ¢;
par les impulsions généralisées

0
= —L(q,q,t .
p] aq] (Q7Q7 ) (3 3)

déja définies en (2.32). Si cette relation est inversible i.e. si elle possede la propriété de
déterminant

2
L
‘a 40,

0¢; gy

il est possible de déterminer les vitesses ¢;(q1, ..., ¢n, P1, ---, Pn, t) €n fonction des impulsions
généralisés. Alors la fonction de Lagrange L(q, ..., Gn, G1, ---, Gn, t) peut étre remplacée par
une nouvelle fonction appelée fonction de Hamilton H(qi, ..., ¢n, p1, ---, Pn, t). Remarquons
que dans tous les exemples physiques que l'on connait, l'inversion de (3.3) est simple
puisqu’il s’agit en fait d’'une relation linéaire, la fonction de Lagrange L = T — V étant
au plus une fonction quadratique des ¢;. La fonction de Hamilton va nous conduire a un
nouveau formalisme de la mécanique classique et couvrir un champ d’application plus
large :

a) Le formalisme hamiltonien fournit en principe une méthode systématique pour
déterminer les intégrales premieres d’un probleme donné.

b) La mécanique de Hamilton devient le formalisme de base de la mécanique quantique
et de la mécanique statistique.
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3.1 Fonction et équations de Hamilton

Le passage des vitesses généralisées ¢; aux impulsions généralisées p; est donné par une
transformation de Legendre! qui nous permet de définir la fonction de Hamilton

H(Qh <oy 4n, P1, 7pn7t> = Zq]pj - L(q17 T '7Qn7QI7 o '7Qn7t) (34>
=1

ou les ¢;(q, p, t) sont données par I'inversion de (3.3). Dans la fonction de Hamilton, on a
remplacé les variables indépendantes (¢, §) par les (g, p) appelées variables canoniques.
La fonction de Hamilton obéit a de nouvelles équations que ’on peut établir en calculant
les différentielles totales des deux membres de (3.4). En tenant compte des arguments des
fonctions H(q;, p;,t), L(gj, ;,t) et de la définition de la fonction de Hamilton, on obtient

oH oH
< dq] dp]> + —dt

dH =
Op; ot

%
(zn: q]p]) —dL

n " (oL, 8L , oL
= > (pjdg; + ¢;dp;) — E < + 5 d%’) o dt . (3.5)
=1 =1 qj t

En raison de la définition des impulsions généralisées, le premier terme et le quatrieme
terme de (3.5) s’annulent. Puis en comparant les coefficients des mémes accroissements
dpj,dq;,dt dans la premiere et la troisieme équation (3.5) et en utilisant les équations de
Lagrange, on arrive aux équations de Hamilton ou équations canoniques

) 0H
J
0H

Ces équations forment un systeme de 2n équations différentielles du ler ordre qui rem-
placent les n équations du 2eme ordre de Lagrange. De I'expression (3.5), on tire aussi la

1. On considere une fonction f(x) deux fois différentiable et telle que d*f/dz* # 0. On définit sa
dérivée par z = df /dx. La transformée de Legendre de f(x) est une fonction de z définie par

(Lf)(z) = zz = f(x) .
Elle peut aussi étre définie avec le signe moins. Il s’agit bien d’une fonction de z puisque
d
d(Lf)=dx z+ zdz — d—fdx = xdz .
x

L’inverse est donné par la transformée de Legendre de Lf

cien)w) =2 epe) = r—ee v 1) = @)

La transformation de Legendre permet aussi de définir, & partir de I’énergie interne U (S, V, N), les fonc-

tions thermodynamiques telles que 1'énergie libre F(T,V, N), Uenthalpie H(S,p, N) ou le potentiel de
Gibbs G(T,p, N). Elle peut évidemment étre généralisée & des fonctions de plusieurs variables.
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relation

OH oL
2= 3.8
ot ot (3:8)
En calculant la dérivée totale
" 0H 0H
—P; — 3.9
; la ¢+ apjp]] + ot (3.9)
et en utilisant des équations canoniques, on a aussi
dH O0H oL
= = (3.10)

dt ot ot

On en conclut que H est une intégrale premiere si H ou L ne dépendent pas explicitement
du temps t.

Les équations canoniques que 1’on vient d’établir peuvent aussi étre déduites par un
calcul direct des dérivées de H par rapport a py et g

"1 0q; oL 8qj .
— — = A1
8pk z:: p_] + QJ jk — a 8pk dk (3 )
o goiy 0L Lo
gk = 0q " g, = 945 O
oL d OL
= = Ea = (3.12)

Lors du calcul de ces dérivées partielles, il faut prendre garde a la dépendance en (g, p)
de chacun des termes de la fonction H définie en (3.4). En outre, on utilise la définition
des p; (3.3) et les équations de Lagrange.

En généra, H constante du mouvement et H énergie totale sont deux choses différentes.
Cependant, pour un systeme scléronome avec force conservative, la fonction de Hamilton
et énergie mécanique sont égales. En effet, pour L = mr?/2 — V/(r), le calcul donne

" 0L
H = Gji——-T+YV
jzljﬁqj
", Or
= mr —q;, —T+V
]Zla%‘j
" Or
= mr-y —¢ —-1T+YV
;3%‘]
mr-r—1T+V
T+V=F (3.13)

ou l'on a utilisé la relation (2.21).
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Exemples : Fonctions de Hamilton et équations de Hamilton

a) Particule de masse m libre. Pour L = mr?/2, les impulsions généralisées (3.3) en
coordonnées cartésiennes deviennent
0 1 3 '
pj = 5—(5m Z Ty) = mi;
ax]

et par conséquent permettent de calculer la fonction de Hamilton

3 ' 1 3 ‘ N\ 2 2
Hp) =Y aipy — g Y8 =3y~ 3 (2) = 2
=1 i=1

m — \m 2m
Jj=1 Jj=1

On dérive aussi les équations canoniques

@ = % (3.14)

p;i = 0 g=1---,3. (3.15)

b) Particule de masse m dans le potentiel V (r). Le calcul donne la fonction de Hamilton
2

p
et les équations canoniques
. bj
0
p, = ——V(r) j=1,---,3. (3.18)
! Oz,

c¢) Particule de masse m dans IR?, soumise au potentiel V(o) , 0 = v/2% + y2. Le calcul
donne (exercice) la fonction de Hamilton

1 p
H(o,p,,py) = Dy <p9 + gﬂ"> + V(o) (3.19)
et les équations canoniques
. p . D
2
. P, 0 .
= — —-=V = 0. 3.21
Y20 mo® 9o (o) Py ( )

d) Particule de masse m dans IR? soumise au potentiel V(r). Le calcul donne (exercice)
la fonction de Hamilton

1 P p;
HO 0 o) = 5 (4 4 s ) V) 22)

et les équations canoniques de la méme maniere que dans les exemples ci-dessus.

Une fonction f(q,p,t) s’appelle variable dynamique. Les grandeurs telles que la
fonction de Hamilton H(q,p,t), les coordonnées ¢ et p sont des exemples de variables dy-
namiques. Une coordonnée généralisée ¢; qui n’apparait pas dans H est appelée variable
cyclique. Dans ce cas, en vertu des équations canoniques (3.7), I'impulsion généralisée p,
est conservée. Un systeme physique qui peut étre représenté par une fonction de Hamilton
est appelé systeme canonique ou systéeme hamiltonien.
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3.2 Crochets de Poisson

Comme on I’a souvent mentionné dans ce cours, une des démarches importantes de
la mécanique classique est la recherche des intégrales premieres ou grandeurs conservées,
i.e. des grandeurs f telles que

d
A Paide des équations canoniques (3.6), (3.7), la dérivée totale de f par rapport a ¢ devient
d 0
U L0 O
dt apj ot

Z
" (O0f OH Of 8H> of
; <8qj Op;  Op; Og; ot

Alors, en définissant le crochet de Poisson
" (OH 0f OH Of
{H,f}=2<ff—ff> ; (3.24)

on obtient la formule
— ={H f}+—=. 3.25

On voit donc que la variable dynamique f est une intégrale premiere si 0f /0t = 0 et si
{H, f} =0.Si 0H/0t = 0, on a en particulier

d£ _{HH} =0 (3.26)

Dans ce cas, H est une intégale premiere comme nous le savions déja.

Pour toute variable dynamique f, g, h, on vérifie (exercice) les propriétés suivantes du
crochet de Poisson

{fic} =0 ¢ : nombre.

i+ fagy = {fi9} +{f29}
{fifes9y = filfe, 9 +{f1,9} |2

) of 9y
g = {Fah{nl.

On vérifie aussi 'identité de Jacobi

{f: g}y +{g.{h, f}} +{n.{f.9}} = 0. (3.27)

La vérification par un calcul direct est tres longue et fastidieuse. Pour une preuve plus
élégante, on se réfere au livre de Landau et Lifchitz. Muni du crochet de Poisson comme
produit interne, ’ensemble des variables dynamiques forme une algebre de Lie (i.e. un
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espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire alternée). Lorsque I'une des variables dyna-
miques est pi ou g, on obtient les relations

of of
et en particulier, les relations canoniques
{4, ax} =0 {pj,pr} =0 1P, ax} = Ojie - (3.28)

Les crochets de Poisson permettent de déterminer des intégrales premieres aussi a partir
des deux théoreme suivants.

Th. 3.1 Théoréme de Poisson
St les variables dynamiques f et g sont des intégrales premieres, alors le crochet de Poisson
{f, g} est aussi une intégrale premiére.

La vérification utilise (3.25) et les propriétés du crochet de Poisson

SARg) = (HAFoN + o (70)
=~ (e - i)+ {5 o)+ {150

- {f,{H,g}+%}+{{H,f}+g—{vg}

B dg df
- {f’a}*{w} |

Comme f, g sont des intégrales premieres i.e. df /dt = 0 et dg/dt = 0, on obtient le
résultat. Considérons un autre théoreme intéressant.

Th. 3.2 Théoreme des variables groupées
Soit la fonction de Hamilton

H(Qj,pj;f(%,pk),t) .

Alors, si les ensembles de variables {q;,p;;7 =1,---,n1} et {qx,pr;k=1,---,n2} avec
n = ny + ny sont disjoints, la variable dynamique f(qx,pr) est une intégrale premiére.

La vérification est simple. Avec df /0t =0, on a

df = [0H of 0H af]
~ = {H, f}= —_— -
dt L./} ,; [81% Oqr. Oqy, Opk

O la_fﬁ _5’_f3_f]
of i=

Opk Oqr. Oqy, Opi;
puisqu’il suffit de considérer la somme ou 0f/dq, # 0 et Of /Opr, # 0 pour k =1, -+ no.
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Exemples : Calcul et utilisation des crochets de Poisson.

a)

Le calcul d’un crochet de Poisson quelconque peut étre effectué a ’aide des relations
canoniques (3.28) et des propriétés du crochet. Voici quelques exemples :

o {any} = -z,

{yp. — 2py ,u} = ylps v} +{y, ytp — 2Apy, v} — {2, 9}py = —2
~A{Le,py} = —p-

{yp. — 2py 0y} = ylp2s 0y} +{y, 0y t02 — 2Apy, 0y} — {2, 0y }0y = —0-
- {an Ly} = _Lz )

- {L% L.} =0 .
Pour les calculs en coordonnées cartésiennes, il est possible d’utiliser une notation
compacte a l'aide du symbole

1 17k permutation paire de 123
€ijk =4 —1 ijk permutation impaire de 123 (3.29)
0 au moins 2 indices égaux
Alors
3 3
Li= ) €ijuip {Li, Li} = = > el - (3.30)
k=1 k=1
Il est utile de connaitre la relation
3
Z €ijk€klm = 5il5jm — 5@'m5jl . (331)
k=1

qui se vérifie aisément a partir de la définition des symboles.

Intégrales premieres du systeme de masse m dans le potentiel V (|r]).
Comme le potentiel ne dépend que de la norme de r, nous choisissons les coordonnées
sphériques. Dans ce cas la fonction de Hamilton prend la forme (3.22)

H= L (p? + f—j) +V(r) (3.32)

2m
ou L est le moment cinétique
L2 = (I' X p)2 = m27’4 (192 + Sin2 ’l9g02)
2
— 2 Py
7 sin? 9
A T'aide des théoremes que ’on vient de citer, on peut trouver les intégrales premieres
suivantes :
— H est intégrale premiere, puisque 0H/0t = 0 donne dH/dt = {H,H} = 0.
— pp = mr? sin?¥¢ = L, est une intégrale premicre, puisque ¢ est une variable
cyclique i.e. 0H/0p = 0.
— L*(Y,py,p,) est une intégrale premiere, puisque les ensembles comprenant les
variables radiales et angulaires {r, p,} et {¢, py,p,} sont disjoints.

— {L?, L.} est une intégrale premicre, puisque L? et L. le sont (théoréme de Pois-
son). En fait, {L? L.} = 0.

(3.33)
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3.3 Transformations canoniques

La mécanique de Lagrange est invariante sous les les transformations de la forme
¢ = ¢'(q,t) appelées transformations ponctuelles?. Dans la mécanique de Hamilton
qui utilise les variables canoniques ¢ et p, on introduit une classe de transformations
beaucoup plus grande représentée par le difféomorphisme

(qla"'aqnapla"'apn)’_)(Qla"'aQna-Pla"'a-Pn)

noté

Q] = Qj(QM'“aqnupla"'7pn7t> (334)
Pj = Pj(qla"'7Qn7p17"'7pn7t)' (335)

Une telle transformation est appelée transformation canonique si elle laisse les équa-
tions canoniques inchangées

, oH
Qi = P, (3.36)
- oH oH oL
P = ——— — = —— 3.37
! 0Q; ot ot (3:37)
ot H(Q1,++,Qn, P1,- -, Py, t) est lafonction de Hamilton dans les nouvelles coordonnées.

On peut aussi caractériser les transformations canoniques a 'aide des deux propositions
suivantes que ’on donne sans preuve.

Th. 3.3 Une transformation est canonique si et seulement si elle conserve les relations
canoniques

{Q),Qey =0 {P;,P}=0  {P,Qr} =0 . (3.38)

En conséquence, on peut montrer (exercice) que le crochet de Poisson de deux variables
dynamiques f, g est invariant par transformation canonique

{f) g}qp = {f/7 gl}QP (339)
ou f’, ¢’ sont les variables dynamiques dans les nouvelles variables @, P.

Th. 3.4 Une transformation est canonique si et seulement si il existe une fonction diffé-
rentiable S(q,p, Q, P,t) telle que

s

(ijdj - H) - (Z PiQ; — F) = (3.40)
j=1 j=1
i.e. si L et L ne différent que d’une différentielle totale.

La condition suffisante est facile a vérifier puisque la variation a extrémités fixes de la
différentielle totale donne immédiatement les équations de Hamilton. La preuve de la
condition nécessaire (existence) est beaucoup plus délicate.

2. Le passage aux coordonnées sphériques constitue une transformation ponctuelle.
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3.4 Fonctions génératrices

La fonction S définie en (3.40) dépend du temps et des 4 multiplets de variables
q,p,Q, P dont deux seulement sont indépendants. D’ou les quatre choix non triviaux
possibles

Sl(qa Qat) 52((]7P7 t) S3(p7Qat) S4(p7 Pv t) : (341)
Ces fonctions s’appellent fonctions génératrices de la transformation canonique. On en
choisit une suivant la transformation que I'on veut considérer. Analysons les deux cas les
plus courants.

a) Fonction génératrice S1(q, Q,t)
En regardant le membre de gauche de la relation (3.40), on conclut que la génératrice
Si(q,@Q,t) est le premier choix naturel que I'on peut faire. Le calcul donne

zn:ijj_H - inQj—F i(@Sl, aSlQ>+@-
) j=1 0Q; ot

En identifiant les coefficients de ¢; et Qj, on déduit les équations de la transfor-
mation canonique

p; = 851/6%

Pour une fonction génératrice Si(q, @,t) donnée, ces équations permettent par déri-
vation de déterminer la transformation canonique. Réciproquement, pour une trans-
formation canonique donnée, elles permettent par intégration de trouver la fonction
génératrice. Examinons le role des équation de la transformation canonique a tra-

vers un exemple unidimensionnel simple. La fonction génératrice S1(¢q, Q) = —Q/q
implique avec (3.42) la transformation canonique
Q=ps® P=1/q. (3.43)

Réciproquement, étant donnée la transformation canonique (3.43), U'intégration de
la premiere équation (3.42) conduit a l’expression

Q Q
S1(q, Q) Z/p dq:/? dq = _E+A(Q) (3.44)
qui insérée dans la deuxieme équation donne
851 1 dA
— = —— =—P. 3.45

On en déduit dA/dQ = 0 et donc 51 = —(@Q/q + const. La constante additionnelle
n’a pas d’importance puisque S; intervient toujours sous forme de dérivée.

b) Fonction génératrice Sa(q, P, 1)
De la méme maniere que ci-dessus, on peut établir les équations de la transforma-

tion liées a la génératrice Sy(q, P,t). Comme P; = 0[—51]/0CQ);, on peut relier les
fonctions Sy et S; a l'aide de la transformation de Legendre de la fonction [—95]

Salq, Py t) : ZQ] [—51(q, Q. 1)] - (3.46)
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Alors, la relation (3.40) devient

(iqu'j—ff) - (i%czj—ﬁ) = 2S00
i=1 =
852, 852 : 095,
- -y an-Yans (G Gpn) e 5

En comparant les coefficients de g; et P , on déduit les équations de la transformation

p; = a52/&1]‘

0, — 95,10b, H=H+08S,/0t . (3.47)

Comme exemple d’application, on vérifie immédiatement que la fonction
5(q, P,t) Z ; (3.48)

est génératrice de la transformation canonique identique

De la méme maniere, on pourrait définir les autres fonctions génératrices qui, comme on
I’a vu, sont toujours définies a une constante pres. Dans la suite de ce chapitre, on se
restreindra a la fonction génératrice S1(q, @,1).

3.5 Théorie de Hamilton-Jacobi

Chacune des formulations de la mécanique montre que le calcul des trajectoires d’un
systeme peut étre simplifié si 'on connait des constantes du mouvement. En mécanique
de Newton, ce sont les théoremes de conservation (conservation de ’énergie, du mo-
ment cinétique ou de la quantité de mouvement) qui fournissent des outils précieux pour
déteminer ces constantes. En mécanique de Lagrange, c’est le théoreme de Noether qui
donne acces aux grandeurs conservées a partir des symétries du systeme. En mécanique
de Hamilton, ce sont les variables cycliques et les crochets de Poisson qui offrent une for-
mulation simple pour découvrir des intégrales premieres. Enfin, comme on va le voir dans
cette section, la théorie de Hamilton-Jacobi établit une démarche générale qui permet de
trouver toutes les intégrales premieres d'un systeme donné.

On considere la transformation canonique

Q; = Qjqg,p,t) (3.50)
Py = Pj(q,p,t) (3.51)

de génératrice S(q, Q,t) satisfaisant les équations de la transformation

p; = 05/0q;

P — —osjoq, (@ P1)=Hgp1)+05/0t. (3.52)
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La fonction de Hamilton H(Q, P,t) obéit aux équations canoniques
oH : oH
P OQk
Existe-t-il une transformation canonique particuliere qui fournit toutes les intégrales

premieres du systeme considéré ? La réponse est donnée par le choix de la transformation
canonique élémentaire

Q (3.53)

Q; = const = q;

P; = const = j3; (3.54)

qui fournit effectivement 2n intégrales premieres «;, 5, . En regardant les équations cano-
niques (3.53), on remarque que ce choix peut étre satisfait de maniere triviale en exigeant

H=0. (3.55)

Avec les équations de la transformation (3.52), cette condition fournit I'équation de

Hamilton-Jacobi
H(ql,--- 03 --§t>+85—0, (3.56)

7Qnaa—ql7' 78qn7 a_
pour la fonction génératrice S(qi, -, qn, 1, -+, Qp, t) et aussi les équations algébriques
0 .
ﬁj:—8—S(q1,~-~,qn,a1,~-~,an,t) j=1...n. (3.57)
Qj

Alors, si 'on connait la solution S(q, «, t) de I’équation de Hamilton-Jacobi, on peut déter-
miner les trajectoires en résolvant le systeme d’équations algébriques non linéaires (3.57).
L’inversion de ce systeme est possible si

2
‘as 20

8qj8ak

et sa solution donne les trajectoires en fonction de 2n constantes et du temps

q](t):q](alaaanaﬁla7/8n7t) ]:17,n (358)

Cette démarche fonctionne en principe tres bien, mais entraine une difficulté majeure
qui réside dans la résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi, équation aux dérivées
partielles, non linéaire et soumise a des conditions initiales. La recherche des solutions de
I’équation de Hamilton-Jacobi porte sur une classe de solutions de la forme

S:F<Q1,"',qn;041,"'704n,t)+A (359)

ou A est une constante additive puisque S apparait uniquement comme dérivée. La
solution (3.59) qui contient autant de constantes arbitraires a; qu’il y a de variables
indépendantes ¢; s’appelle intégrale compléete. Dans le cas fréquent ou 0H /0t = 0, on
montre qu’il est possible de décomposer S en deux termes

S:W(q17"'7QTL;0517'“7O[n*17E)_Et+A (360)
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ou I'énergie F a été choisie comme 'une des constantes d’intégration. Alors I’équation de
Hamilton-Jacobi (3.56) devient

oW oW
H ey =y, —— | = E. 3.61
De maniere plus générale, lorsque 1’équation ci-dessus peut étre écrite sous la forme
oW oW oW
h - e Gy —— e, —— | =0, 3.62
[fl <q17 8q1 ) » 42, 4 an aqn] ( )

la variable ¢; s’appelle séparable. Alors, I’Ansatz de séparation

Wig, - qn) = Wilq) + W (g2, -, qn) (3.63)

conduit aux deux équations
AWy

fi (Ch, d—Q1> = (3.64)
LS 3_W'> _0

aQ2 ’ ’ aQn '
La premiere de ces deux équations fournit par intégration la fonction Wi(qi;aq). Le
probleme est completement séparable si le procédé peut étre poursuivi jusqu’au bout.

Alors, par intégration des n équations on obtient la solution complete de I’équation de
Hamilton-Jacobi sous la forme d’une somme de n fonctions a une variable

h (0417(127“‘,%, (365)

Wiq,  quion, - a1, B) = Wilqr,; a1, B) + Wa(ge; a1, o, E)
+...+Wn(qn;a1’...’an—1’E), (366)
La séparabilité repose évidemment sur un bon choix des coordonnées. Pour qu’il y ait
séparation complete des variables, le systeme doit étre intégrable. La réciproque n’est
pas vraie. Un systeme hamiltonien a n degrés de liberté est intégrable s’il admet au

maximum n intégrales premieres. On montre qu’un systeme hamiltonien a n degrés de
liberté peut avoir au plus 2n — 1 constantes du mouvement indépendantes.

Exemples : Equations de Hamilton-Jacobi et intégrales completes

a) Point matériel libre dans R3

De la fonction de Hamilton H = p?/2m = ?:1 (p?) /2m, on tire 1’équation de
Hamilton-Jacobi ; )
1 dS ) )
— Y (=) +=2=0. (3.67)
2m jz1 <0xj ot
Comme 0H/0t =0, on a
13 ’
1 (a_w) _B. (3.68)
2m i\ Ox;

L’intégrale complete peut étre mise sous une forme completement séparée

S = in(xj) —FEt+ A (3.69)

J=1
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et conduit a I’équation

13 <dwj>2 &
2m i\ du;
valable pour tout x;. On en conclut que

aw;\?
<—d3:j]> = const = a? 1=1,23

avec 3= 37, o2 = E. L'intégration de (3.71) donne

3
S(ryar, as, B, t) =) oyu;— Et+ A .
=1

(3.70)

(3.71)

(3.72)

On remarque que les «; sont des impulsions puisque 'on retrouve la solution connue
p - r — Et. En introduisant 1'énergie E fonction des o, les équations algébriques (3.57)

deviennent o
ﬁj:_gjj+—Jt j=1,23.
m

Par inversion, on déduit le mouvement rectiligne uniforme bien connu

(07 .
xj(t):ﬁt—ﬁj j:1,2,3

b) Oscillateur harmonique unidimensionnel
De la fonction H = p?/2m + mw?z?/2, on tire I’équation de Hamilton-Jacobi

1 (8S\* mw? , 088
— () + 221 2 =0
2m \ Ox 2 ot
qui pour 0H /0t = 0 devient
1 (daw\® mw?
— (2= — B
2m ( dx ) + 2 .
L’intégrale complete s’écrit
S(z; E;t) =W(x)— Et+ A .
L’intégration de 1’équation (3.76) donne la fonction
z | 2K
W:mw/ \| = — 2 da’
B mw
et les équations algébriques (3.57) deviennent
ds 1o 2
f=——5=—Mmw= me? | ¢

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

ot a> = 2FE/mw?. En définissant la constante ty, le calcul de l'intégrale et I'inversion

fournissent le mouvement harmonique bien connu

x(t) = asinw(t —ty) .
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3.6 Espace des phases
L’espace a 2n dimensions, engendré par les coordonnées
(qla"'7qn7p17"'7pn) (381)

est appelé espace des phases. Sur un volume I de cet espace, on montre que I'intégrale

1= [ day--day dpy - -dp, (3.82)
r
est invariante par transformation canonique

Q] = Qj(qla"'aqnapla'"7p7ut) (383)
P] = Pj(Qlu"'7qn7p17"'7pn7t> (384)

En effet, par transformation de coordonnées, l'intégrale I devient
/ 40, - - - dQ, dPl---dPn:/|detM| dgy - - - dgy, dpy - - - dp, (3.85)
N r

ou M est la matrice de Jacobi de la transformation. Le déterminant de Jacobi est noté

8(@17"'7Qn7pl7'“7pn) _ 8(Q7P>
a(Q17"'7Qn7p17"'7pn) 8(Q7p> .

r
transformation
canonique

F1GURE 3.1 — Théoreme de Liouville : dans I’espace des phases, le volume I' change de
forme mais reste constant

det M = (3.86)

Alors, pour que l'intégrale soit invariante, il faut que | det M| = 1. En utilisant les pro-
priétés générales d’un déterminant, on peut voir que

_0Q,P) /0(q,p)  0(Q) /O
det M= a(q,P>/ o P) a<q>/ o(P)

Comme les équations (3.47) d’une transformation canonique fournissent la relation

an 8252 8252 6pk

Oqe  0q0P;  0P;dq, 0P’

on obtient |det M| = 1. Comme on le verra plus loin, une preuve plus élégante peut
étre donnée a 'aide des propriétés du groupe symplectique. On en conclut que dans un
volume I' de 'espace des phases, les points se déplacent dans le temps selon les équations
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du mouvement. Au temps ¢, ces points occupent un certain espace dont la forme peut
changer, mais dont le volume reste le méme. C’est le théoreme de Liouville. L.’ensemble
de ces points se comporte comme un liquide incompressible représenté sur FIG. 3.1.

Avec I'introduction de I'espace des phases, les coordonnées g; et p; peuvent étre traitées
sur le méme plan d’égalité. Pour le voir, on définit le vecteur a 2n composantes

€
X = (3.87)
-
par la correspondance
Tj=qi  Tjtn =Dj j=1-,n. (388
En faisant de méme avec les coordonnées y; = Q; et y;4n, = FP;, j =1,---,n, on obtient

la transformation canonique indépendante de ¢
Y =Y(X). (3.89)

A partir de I, matrice unité n x n, on définit la matrice

0 I
J—l_l 0] (3.90)
qui jouit des propriétés J—! = —J = JT. Alors, la définition du vecteur
8H/8x1
0H .
7 . 3.91
aX . ) ( )
8H/8.T2n

nous permet d’écrire les équations canoniques sous la forme

: OH
X=Jo0 (3.92)

La regle de dérivation en chaine appliquée a la transformation (3.89) fournit ’expression

2n ay 2n
Up =Y ik =y My, (3.93)
i Ok k=1

ou l'on a introduit la matrice de Jacobi de la transformation canonique
(M) = (0y;/0zy) - (3.94)
En notation bloc, 'expression (3.93) s’écrit

. . OH
V=MX=MJ . (3.95)
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Cette relation doit étre exprimée dans les mémes variables Y. Si l'on considere une trans-
formation canonique ne dépendant pas explicitement de ¢, avec (3.42) on a

H(X)=H()
et ainsi L , o
OH OH " 0H 0yy, L OH
Ox;  Ox; = Oyx Ox; 192:31 k3 Yy

Alors, lexpression (3.95) devient

Y =MX=MIM" . 3.96
Y% (3.96)
Comparée aux équations canoniques
- OH
Y=J— 3.97
aY ) ( )
elle fournit la relation
MJMT =J (3.98)

qui caractérise les matrices M. L’ensemble des matrices M qui satisfont cette relation?
forme le groupe symplectique

Spon(R) = {M /| MIM" = J}. (3.99)

Une des conséquences immédiates du groupe symplectique est de fournir la preuve de
I'invariance du volume I' par tansformation canonique, puisque le calcul du déterminant
de la relation (3.98) donne

det[MJM"] = (det M)*det J = det J (3.100)

et par conséquent |det M| = 1.

3. Comme on le verra dans le chapitre 8, le groupe de Lorentz, dont les matrices A définissent les
changements de référentiels dans I'espace-temps, est caractérisé par une relation similaire ATgA = g ou
g est le tenseur métrique.
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Chapitre 4

Champ électromagnétique

L’électrodynamique repose sur les observations fondamentales formalisées par les lois
de Coulomb, de Biot-Savart et de Faraday. Ces lois sont réunies dans les équations de Max-
well qui permettent en principe de calculer les champs électriques E(r,t) et magnétiques
B(r,t) pour des densités de charge p(r,t) et de courant j(r,t) données. En méme temps,
ces équations admettent des solutions d’ondes, les ondes électromagnétiques. Dans ce cha-
pitre, nous allons rappeler le contenu des équations de Maxwell en discutant les propriétés
des champs statiques E(r) et B(r) et leur extension dynamique par la loi de Faraday.

4.1 Electrostatique et magnétostatique

Si l’on se restreint au cas statique, les lois de Coulomb et de Biot-Savart fournissent,
pour des densités de charge p(r’) et de courant j(r’) données, le champ électrique E(r )
et le champ d’induction magnétique B(r)

E(r) — 4;50 [ o) |(: _:% (4.1)
(r—r)

B(r) — /d3 / R (4.2)

L’intégration s’étend sur un volume V' qui contient toutes les charges et tous les courants
contribuant aux champs E et B. Nous pouvons donc supposer que p et j s’annulent sur

le bord 0V'. A l'aide de I'identité
1 _ !
v < ) __@-r) (4.3)

r—r]) T P

il est possible d’écrire le champ électrique sous la forme
E(r) = —V(r) (4.4)

ou 'on a défini la fonction ®(r) appelée potentiel scalaire

B(r) = —— / i L) (4.5)

Ameg r —r/|
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D’une maniere analogue, les identités

i) % f"_ir) — i) x V < ! ) _yx AT (4.6)

r—r/|? |r — /| lr — /|

nous permettent d’écrire I'induction magnétique
B(r) =V x A(r) (4.7)

ou 'on a défini le champ A(r) appelé potentiel vecteur
Mo 3./ j<r,)
Afr) =10 / & N 4.8
(r) 4 Jv " r — 1’| (4.8)
En raison des propriétés du rotationnel et de la divergence, les équations (4.4) et (4.7)
fournissent immédiatement les relations
VxE{[r) = 0 (4.9)
V-B(r) = 0 (4.10)
qui signifient que la circulation du champ électrique et le flux du champ d’induction

magnétique sont nuls, au moins dans le cas statique.
D’autre part, Papplication de la divergence & E(r) (4.4) fournit la relation !

471'80

1 1
V- E(r) = -V?®(r) = — / d*r’ V? < ) p(r) (4.11)
1% Ir — /|
qui contient I'expression singuliere V2 (1/|r — r’|). Cette expression s’annule pour r # r’
1 (r—1')
2 =_V. . — 72 -0 4.12
7 e) = e O )

1

fr—r’[

mais nécessite une interprétation différente pour r = r’. Notons d’abord que V2
\% Qﬁ. Une intégration par parties et le changement de variable u = r’ — r donnent

_ 1 3 1 oo
V- E(r) = 47T€0/Vdu ~ V2 plutr). (4.13)

Pour calculer cette intégrale nous définissons selon FIG. 4.1 le domaine d’intégration
D =V — B, constitué d'un volume V' quelconque évidé en son centre d’une boule B,
de rayon € que nous ferons tendre vers zéro a la fin des calculs. De plus, on admet que
plav = 0. Sur le domaine D on peut utiliser le théoréme de Green? pour obtenir

1

u

1 1 1
V2 — /aD <— Vap — pv%> do' ., (4.14)

4dmeg U

1

1. Comme p|gy = 0, lintégration peut s’étendre sur tout IR®. Dans tout changement de variable
d’intégration, on gardera par conséquent la méme notation pour V.

2. Pour des fonctions f et g définies sur V et deux fois différentiables, le théoreme de Green fournit
la relation

/ (fV2g— gV H)d*r = / (fVg—gVf)-do' .
Vv oV

Pour la preuve, il suffit d’appliquer le théoreme de la divergence sur la fonction F = fVg — gV f.
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oll on a tenu compte de la relation V2 (%) =0, u € D. Dans l'intégrale sur la surface
0D = 0V — 0B, , la fonction p et ses dérivées s’annulent sur JV'. Seule 'intégrale sur 0B,
subsiste et, comme le montre FIG. 4.1, son élément de surface do’ = —(u/u)do conduit
a 'intégrale

1 1
V. E(r) /aB (— vup+p3) 2o (4.15)

dreg U u3

FIGURE 4.1 — Domaine d’intégration D =V — B,

Avec la nouvelle variable u = en, [n| = 1, do = €sind di dyp, la limite ¢ — 0 du premier
terme de (4.15) tend vers zéro puisque

u const
I / e do < i / in 0 di) dep — 416
e 4dreq JoB. Vup w2 0= e 4reg ‘ In|=1 S »=0 ( )
et la limite € — 0 du deuxiéme terme donne
, 1 1 1, .
lli% o /BBS p(u—l—r)@da = lli% o /Inl p(en+r)€—2€ sinv dd dyp
1 , p(r)
= ddiddp = —= . 4.17
4meg plr) /|n:1 S 7 €0 ( )
On obtient finalement I’équation du flux du champ électrique
V. E@r) = 2 (4.18)

€o

En comparant le membre de droite de (4.11) avec (4.18), on tire la relation intégrale

/ d3r’V2< ! ) o) = —drp(r) (4.19)

v — |

qui fait correspondre a toute fonction p(r’) sa valeur au point r. C’est une fonctionnelle
linéaire appelée distribution de Dirac (voir appendice 10.2). De maniere abusive, on parle
aussi de fonction de Dirac d(r —1’) et I'on note la fonctionnelle

/ T B — ¥)p(r') = plr) (4.20)

— 00

pour aboutir a I’équation valable pour tout r et pour tout r’

\% < ! ) = 471 o(r —1'). (4.21)

r—r|
Pour le calcul du rotationnel du champ d’induction magnétique, on utilise 'identité

Vx(Vxv)=V(V-v)-Vv. (4.22)
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Alors, l'application du rotationnel & B(r) (4.8) donne

Ho 3.0 sl 1 MO/ 3.0 sl N2 1
VxBr) =2V [d v - By v .
(x) ar KT i) |r — 1| ar " i) lr —r/|
Le deuxieme terme du membre de droite, contient la fonction de Dirac (4.19). Dans le
premier terme, on passe & V' en changeant de signe, on utilise la regle de dérivation d’un
produit de fonctions V' - [v(r') f(r')] = [V' - v] f +v - V'f et on applique le théoreme de
la divergence pour obtenir

VxBr) = -° l/vdgr’ v ) /Vd?’r'L/'j(rl)]Jr,uoj(r)

4 r—r/| lr — 1’|
o ;) / 50 V' -i() ,

= —— do' - — | &r ——= :
47rV Uav 7 r—r| Jv : r —r/| 40 ()

En utilisant la condition j|sy = 0 et ’équation de continuité statique V-j = 0, on voit que
les deux premiers termes du membre de droite sont nuls. On obtient finalement I’équation
d’Ampere

V x B(r) = uoj(r) . (4.23)

Les équations (4.9), (4.18) caractérisent les phénomenes électrostatiques et les équations
(4.10), (4.23) sont a la base de la magnétostatique. A I'aide de (4.4), on peut remplacer
les deux équations de I’électrostatique par une seule équation,

V20(r) = —%p(r) (4.24)

appelée équation de Poisson. Sa solution permet de calculer le champ électrique grace
a (4.4). D’une maniere analogue, on peut remplacer les deux équations (4.10) et (4.23)
de la magnétostatique par une seule équation. En utilisant I'identité (4.22) et en fixant la
condition de jauge

V-A=0, (4.25)

nous trouvons a laide de (4.7) et (4.23) de nouveau ’équation de Poisson
V2A = —j(r) . (4.26)

La condition de Coulomb (4.25) se vérifie directement en appliquant la divergence a (4.8).
De plus, la relation (4.7) montre que A(r) n’est pas unique. En fait, en ajoutant Vx(r)
a A avec x(r) fonction arbitraire, le champ magnétique B(r) n’est pas modifié. Cette
liberté du choix de jauge sera discutée plus tard de maniere approfondie.

4.2 Equations de Maxwell

Pour décrire des phénomenes dépendant du temps, il faut modifier deux des quatre
équations statiques. Premierement, on doit tenir compte de la loi de Faraday

d
— [ B -do=—- E-d 4.27
dt/z 7 B> r ( )
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qui met en relation la variaton du flux d’induction magnétique a travers la surface X et
la tension induite au bord 0X. L’équation (4.9) prend alors la forme

V x E(r,t) + %B(r, t)=0. (4.28)

Deuxiemement, on doit satisfaire I’équation de continuité,

0

(r,8) =0, (4.29)

en ajoutant a (4.23), comme 'a fait Maxwell, le courant de déplacement ,0E/0t, pour
aboutir finalement a I’équation d’Ampere

¥ x B(r, 1) — oo s B(r, 1) = o (0.1 (4.30)

qui est consistante avec (4.29). Nous verrons plus tard que ¢ = 1/,/Eopq est la vitesse de
propagation des ondes électromagnétiques dans le vide. Finalement, avec (4.18), (4.30),
(4.10) et (4.28), on arrive aux fameuses équations de Maxwell

V-E = p/eg (Coulomb) (4.31)
1 OE X
VxB-— S = Ml (Ampere) (4.32)
V-B =0 (Gauss) (4.33)
0B
V xE+ 5 0 (Faraday) . (4.34)

Il existe une asymétrie évidente entre, d’'un coté, les lois de Coulomb et Ampere, et, de
lautre coté, les lois de Gauss et Faraday. Cette asymétrie provient de la loi de Biot-
Savart qui stipule qu'un champ magnétique (statique) est exclusivement di a un courant
électrique et non pas a des charges magnétiques. Du point de vue théorique, de telles
charges magnétiques (ou monopoles) pourraient étre introduites sans probléemes, en rem-
placant les équations (4.33) et (4.34) par

V-B = fopm,
0B
E+— = —uojm-
V x +8t to)

Ces deux relations impliquent I’équation de continuité

Opm

jm = 0.
5t +V-j

Des charges magnétiques n’ont encore jamais été observées (voir J. Schwinger et al., Clas-
sical Electrodynamics, Perseus 1998, chapitre 2), nous poserons des lors p,, =0, j, =0.

Les équations de Maxwell impliquent la conservation de 1’énergie. Un courant traver-
sant un métal produit de la chaleur. L’expérience montre que pour des situations simples,
la chaleur produite par une résistance, par unité de temps et de volume est égale a j-E. Ce
terme peut donc étre interprété comme la densité de travail fournie au systeme mécanique
par le champ électromagnétique. Ce gain d’énergie du systeme matériel est balancé par
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un terme que nous identifierons avec la perte d’énergie du champ électrique. A 'aide des
équations de Maxwell et en utilisant la relation ¢ = 1/(pogo), on obtient

1 OE
E-j= —E- B - E.—
J 1 (VX ) €0 ot
1 1 0B
VXE)+—B- =0.
o B-( ) o Ot

On soustrait et regroupe les dérivées temporelles puis on utilise I'identité
V.- (ExB)=B-(VXE)—-E-(VxB),
pour obtenir I'équation

0

E-
g

1 1

( E? + B2>+—V-(E><B):O. (4.35)
2410 Ho

Pour j = 0 nous retrouvons une équation de continuité qui nous amene a définir la densité

d’énergie du champ électromagnétique

1

€02 2
= —E —B 4.36
e o (4.36)

et la densité de flux d’énergie du champ électromagnétique, le vecteur de Poynting

1
S=—ExB. (4.37)
Ho

L’équation (4.35) fournit alors le théoréme de Poynting

E-j+%+V-S:O. (4.38)

qui exprime la conservation de I’énergie totale. L’intégration sur V' et sur ¢ donne

/dt /d3rE J+/d3 r, 1) — u(r, 0)] +/dt [ do-s—0 (4.39)

ol le premier terme représente la chaleur de Joule, le deuxieme le changement de 1’énergie
électromagnétique et le troisieme 1’énergie radiée a travers la surface du volume considéré.
Notons encore que la densité d’énergie (4.36) peut aussi étre définie dans le cadre de
I'électrostatique et de la magnétostatique (voir Jackson).

Des arguments similaires sont utilisés pour obtenir une équation de continuité repré-
sentant la conservation d’impulsion. On trouve alors la densité d’impulsion du champ
électromagnétique

g — %ExB——s (4.40)
HoC
La grandeur r x g est la densité de moment cinétique du champ électromagnétique.
On peut aussi établir une équation de continuité pour cette grandeur.
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4.3 Ondes électromagnétiques dans le vide

Etudions d’abord les équations de Maxwell dans le cas simple ou p et j sont nuls i.e.
les charges et courants qui produisent les champs électriques et magnétiques se situent en
dehors de la région considérée. Alors les équations de Maxwell s’écrivent

p_ 108 B- 441
V x e 0 \% 0 (4.41)
VXE—!—%—]?:O V-E=0. (4.42)

On découple ces équations en appliquant les dérivées 0/0t et Vx. Alors, en utilisant
I'identité V x (V x a) = V(V - a) — V2a, on obtient les équations d’onde

OE(r,t) =0 0 B(r,t) =0 (4.43)

écrites a l'aide de 'opérateur de d’Alembert
O0=V’-=—. (4.44)

Les équations (4.41), (4.42) sont linéaires. Alors si Eq, B; et E5, Ba sont deux solutions,
les superpostions A\{E; + AsEq et v1B1 4+ 19Bs sont aussi des solutions.

4.3.1 Ondes planes

Une onde plane qui se propage parallelement a I'axe z a la forme f(z &+ ct). On vérifie
facilement qu'une telle fonction satisfait 1’équation de d’Alembert, Of = 0. Pour une
direction quelconque n (|n| = 1), on remplace z par n - r. Puisque les équations (4.43)
sont linéaires, le théoreme de Fourier (10.29) nous permet d’écrire la solution générale
comme une superposition linéaire d’ondes monochromatiques planes de la forme

E(r,t) = Ej ekt B(r,t) = By elkrt) (4.45)

ol Eg, By sont en général complexes. Les solutions physiques sont les parties réelles® de
ces fonctions. En insérant (4.45) dans (4.43), on obtient la relation de dispersion

w = kc (4.46)

entre la fréquence circulaire w = 27v et le module du vecteur d’onde k. La période
T et la longueur d’onde )\ sont définies par

2
v=1/T k = Tﬁn (4.47)

et fournissent une autre forme de la relation de dispersion

A =c. (4.48)

3. Pour faciliter les calculs, on peut toujours prendre une fonction complexe a la place d’une fonction
réelle et revenir a la partie réelle a la fin. Toutefois, si 'on veut éviter de mélanger partie réelle et partie
imaginaire, on devra veiller a ne faire que des opérations linéaires.
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Les équations de Maxwell impliquent les relations

k'EO - kBO = 0
BQ = %k X EO = %H X EQ (449)
E, = —2kxB; = cByxn.

Si le vecteur Eq est réel, le champ électrique, i.e. la partie réelle de (4.45), est toujours
parallele a la direction du vecteur de polarisation défini par
Eo
E=—.
| Eo|
La direction du champ magnétique est alors aussi fixée et les vecteurs By, n, Eq forment
un triedre droit constant. Dans ce cas, 'onde a une polarisation linéaire. De maniere

générale, une polarisation peut étre exprimée a 1’aide de deux vecteurs de polarisation
orthonormaux, €, et €5, et de deux nombres complexes F; et Fs,

E(I’, t) = (E1€1 + E2€2)6i(k.r_Wt) . (451)

(4.50)

Ces nombres complexes peuvent étre représentés a l’aide d’'une amplitude |E| et d’'une

phase ¢ i.c. By = |E{|e™! et Ey = |Ey|et#2.

a) Si les nombres complexes F; et E, ont la méme phase p; = ps = ¢, 'onde est de
nouveau polarisée linéairement et le champ électrique s’écrit

E(r,t) = (|E1|er + |Eales) cos (k- — wt + @) . (4.52)

b) Si les phases sont différentes ¢ # ¢, 'onde a une polarisation elliptique. Pour
illustrer le phénomene, considérons le cas spécial d'une polarisation circulaire
représentée par les amplitudes |E;| = |Es| = Ey et par une différence de phase de
7/2. Pour une direction de propagation parallele & I'axe z et €1, e, paralleles aux
axes x, 1y respectivement, une telle onde s’écrit

E(r,t) = Ey(e, +ie,) "=+ (4.53)
et la solution physique, i.e. la partie réelle de (4.53) donne

E.(r,t) = FEy cos(kz — wt)

E,(r,t) = FE, sin(kz —wt). (4.54)

Pour z fixé ce vecteur décrit un cercle dans le plan xy en fonction du temps. Le
champ magnétique calculé a 'aide de (4.49) vaut

B,(r,t) = —1B, = +Esin(kz —wi)

By(r,t) = 1p. = % cos(kz — wt) . (4.55)

Il est utile d’évaluer les densités d’énergie et d'impulsion données par (4.36) et (4.40).
Pour le calcul de ces expressions quadratiques, il faut utiliser les solutions réelles (et non
pas complexes). On trouve facilement

u = €0E§

D’ou 'on tire la relation u
g=—k. (4.57)
w
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4.3.2 Rayon de lumiere

L’onde plane (4.45) s’étend sur tout ’espace avec une intensité moyenne constante. Le
moment cinétique r X g est alors mal défini puisqu’il n’existe pas d’origine naturelle pour
le vecteur r. L’exemple d’'une onde avec extension finie perpendiculaire a la direction de
propagation nous permet d’étudier un cas plus réaliste, pour lequel le moment cinétique
pourra étre calculé. Un tel rayon peut étre représenté par I’expression

E(r,t) = (Eu(z.y), By(2.y), Ex(z,y)) e, (4.58)
B(r,t) = (Bu(z,y), By(z,y), B.(z,y)) ¢® (4.59)

ou les fonctions E,(z,y), Ba(z,y), & = z,y, z, sont en général complexes. Ces champs
doivent satisfaire les équations de Maxwell (4.41) et (4.42) ou p et j sont nuls. Ainsi, les

deux équations V- E = 0 = V - B permettent d’éliminer les composantes des champs
E.(z,y) et B.(z,y),

i (0B, OE,

E, = E(al‘ +a—y>, (460)
i (0B, 0B,

B. = o ( o +8—y> . (4.61)

Nous supposerons que les champs F,, et B,, varient tres lentement sur 1’échelle 1/k, c.-a-d.
le diametre du rayon est beaucoup plus grand que la longueur d’onde A. Nous pouvons
alors négliger les deuxiemes dérivées 0*E,/(0xdy), 0*B,/(0xdy) etc. dans les équations
d’Ampere et de Faraday, qui deviennent

(—ikBy + 4B, , ikB,+%E, , G- e [0 L SR~ 0,

ox Oy kc? | Oz Oy
—i — ; — OBy _ 9By | w [9By | 9By
(-ikEy —iwB, , ikE, —iwB, , o T ¥ [ e T 5y D

Ces six équations sont satisfaites pourvu que w = ck (nous choisissons w > 0, k > 0) et
que

1 1
B,=—-—-E,, B,=-F,.
c Y Yo¢
Alors la solution approximative est
i |0F, OF (ko
E(r,t) = (Egg(w,y), Ey(z.y), + l 5 +8—;D gl(kzmet) (4.62)
1 v |[0E, OF .
— | _ _ 2 _ z i(kz—wt)
B(r,t) . ( Ey(z,y), E.(r,y), ? [890 3y D e . (4.63)

Nous examinons maintenant les deux cas particuliers de polarisation circulaire

E.(z,y) = Eo(z,y) , Ey(z,y) = +iE(z,y),

avec Fy € IR. On trouve

1|0 0 .
— - v . i(kz—wt)
E(r,t) (1, =+, ’ l—ax + z—ay]> Eo(x,y)e , (4.64)
B(r,t) = :FEE(r,t). (4.65)
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Le vecteur de Poynting S et la densité d'impulsion g = S/c? se calculent & partir des
parties réelles

1 Ey 0Ey

E, = | Eycosn, FEysinn, — |—sin na— F cosn—— (4.66)

k Ox Jy

1 1 Ey E,
B, = . (iEO sinn, Eycosn, — k [i cos n%— — sin naa 0]) (4.67)
ou n = kz — wt. Alors on obtient la densité d’impulsion

1 €o 10 10 9
=—E xB,=—|+-—, T-—, k| E]. 4.68
& oC? % w ( 20y :F2 Ox ) 0 (4.68)

Mis a part les petites composantes g, et g,, cette expression est la méme que celle trouvée
pour l'onde plane (4.53). D’autre part ce sont les composantes g, et g, qui déterminent
la densité du moment cinétique £,

BYor: 8E2> )

gz:xgy_ygm—:f:_< 8—x+y ay

Par intégration par parties on obtient un moment cinétique par unité de longueur

/dx/dy l, = j:i—o/dx/dyEg(:c,y). (4.70)

Cette expression ne differe de la composante z de la densité d’impulsion (4.68) que par
la constante k. De plus, elle ne differe de I’énergie que par la constante w. Ces propriétés
réapparaitront en mécanique quantique pour un photon de polarisation circulaire et de
fréquence w dont 'énergie est hw, 'impulsion Ak et le moment cinétique +h .

4.3.3 Paquet d’ondes

Jusqu’a ce point nous avons considéré des ondes monochromatiques, c.-a-d. des solu-
tions des équations d’onde (4.43) avec une dépendance temporelle sinusoidale. Une telle
onde avec une seule fréquence w n’est pas réalisable expérimentalement. On arrive tout au
plus a réduire fortement la largeur Aw de l'intervalle des fréquences contribuant a 1’onde.
Nous partons de 1’équation d’onde scalaire

<v2 - l8—2> f(r,t)=0 (4.71)

ou f(r,t) représente une des composantes du champ électrique E(r,¢) ou du champ
magnétique B(r,t). Pour faciliter la discussion nous considérons une onde plane se pro-
pageant dans la direction z

f(r,t)=f(z—ct). (4.72)

Elle peut étre représentée a I’aide de la transformée de Fourier (10.29)

flz—ct) / dke k=00 F (1) (4.73)
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ou w(k) = ck. Pour une onde monochromatique de fréquence wy = ckg, f(z — ct) =
efo(z=¢t) "on a la représentation mathématique donnée par la distribution de Dirac (10.15)

F(k) = 278 (k — ko) .

Pour une onde réaliste et presque monochromatique, on utilise une transformée de Fourier
f (k) qui possede un maximum prononcé a kg et une largeur Ak < ky comme illustré sur
FIG. 4.2. Dans le cas d’un tel paquet d’ondes, on peut montrer que la fonction f(z—ct)
est étendue, en un temps t donné, sur une largeur Az reliée a Ak par I'inégalité

Ak Az > (4.74)

DO | =

Mathématiquement, ces largeurs sont définies par les écarts quadratiques

B2P = [T de = PGP /[ IR

(AR = [ ke = W)W [ [ aklFl

ou 'on a introduit les valeurs moyennes

() = [ dzalf@P /[ dzif@PR
(0 = [ akklF0P [ [ k1 fP

f(k)

FIGURE 4.2 — Transformée de Fourier du paquet d’ondes
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4.4 Potentiel vecteur et potentiel scalaire

Dans la section 4.1, nous avons vu que les champs statiques E(r) et B(r) peuvent étre
exprimés comme

E(r) = -Va(r) B(r) =V x A(r) . (4.75)

Deux des quatre équations de I’électrostatique et de la magnétostatique sont alors automa-

tiquement satisfaites et le probleme se réduit a la solution des équations de Poisson (4.24)

et (4.26) pour ®(r) et A(r). Cette approche peut étre généralisée a ’électrodynamique.

Dans ce cas, les potentiels scalaire ®(r, t) et vecteur A(r,t) se révelent extrémement utiles.

4.4.1 Existence des potentiels et choix de la jauge

En électrodynamique, pour des densités p(r,t) et j(r,t) données, les champs E(r,t) et
B(r,t) sont les solutions, obéissant a des conditions aux bords appropriées, des équations
de Maxwell (4.31) a (4.34). Comme pour les équations de Poisson du cas statique, nous
recherchons ces solutions en passant par les potentiels ®(r,¢) et A(r,¢) dont les rela-
tions avec les champs E(r,t) et B(r,t) sont fournies par le lemme de Poincaré*. Nous
appliquons ce lemme a la troisieme et a la quatrieme équation de Maxwell

V.-B=0,

0B
VXE+E—O.

En vertu de Poincaré b), la premiere de ces deux relations implique qu’il existe une
fonction A(r,t) appelée potentiel vecteur telle que

B=VxA. (4.76)

En insérant cette expression dans la deuxieme relation donnée plus haut, on obtient

0A
VX (E*FE)—O.

Alors, d’apres Poincaré a), il existe une fonction ®(r,¢) appelée potentiel scalaire et
satisfaisant la relation

0A
E+r—=-V0o
+ BT \Y
ou l'on fait un choix conventionnel du signe. Il en résulte
0A
E=-Vb - —. 4.77

4. Lemme de Poincaré
Pour tout champ vectoriel v contintiment différentiable dans un ouvert convexe de IR®, on a
les équivalences :

a) Vxv = 0 <= 3 champ scalaire f tel que v=Vf
b) V-v. = 0 <= 3 champ vectoriel w tel que v=V x w.

La vérification de la condition suffisante est immédiate, pour la condition nécessaire (existence!),
on se réfere au cours d’Analyse I11.

o1



Les champs A et ® sont appelés champs de jauges. Ils ne sont pas uniques puisque la
transformation de jauge

A" = A+Vy (4.78)
Ix

P = o= 4.
5 (4.79)

ou x(r,t) est une fonction différentiable quelconque, laisse les champs E et B inchangés

B = VXA'=VxA+Vx(Vx)=VxA=B, (4.80)
, , O0A" s, 0A 0 _
B = —V& - =-Vo+ o (Vy) - o — 2 (V) =E. (4.81)

Les lois de I'électromagnétisme ont donc une invariance de jauge ou symétrie de
jauge. Il existe toute une famille de potentiels paramétrisés par la fonction x(r,t) qui
représentent les mémes champs E et B. Des lors, nous sommes libres de choisir la fonc-
tion y, la jauge, la plus appropriée pour une situation donnée. Les deux choix les plus
importants seront discutés dans les sections 4.4.2 et 4.4.3.

Il nous reste encore a écrire les deux premieres équations de Maxwell en termes de
champs de jauges ® et A. En insérant (4.76) et (4.77) dans (4.31) et (4.32) nous obtenons

0 1
V20— V- -A=_—
v atv Eop’

1 9’A 109
—V3A + A+ = = uej
\Y t 3 +V<V +026t> ol

ot nous avons utilisé 'identité (4.22). En introduisant 'opérateur de d’Alembert (4.44),
nous arrivons aux équations des champs de jauges

0 109 1
Od - AL = 4.82
- m(v +028t> =" (4.82)
1 0®
D — . - = — ._ .
A V(V A+c28t> 1o J (4.83)

Ces équations linéaires couplées pour les champs A et ® sont invariantes sous une trans-
formation de jauge (vérification!). Pour leur résolution, on choisira la jauge qui permettra
de les simplifier au mieux. Un choix évident qui découple les équations (4.82) et (4.83)
apparait immédiatement. Toutefois, ce choix ne peut étre fait que si la fonction x(r,t)
correspondante existe.
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4.4.2 Jauge de Lorentz

La liberté de choix des potentiels nous permet de découpler les champs ® et A dans
les équations (4.82) et (4.83) en imposant la condition de Lorentz

109
V-A+§E=O (4.84)
pour arriver aux équations
ad = —%p (4.85)
OA = —ppj - (4.86)

Il reste a vérifier que ce choix de jauge est toujours possible. Avec les champs A’ et @’
qui ne satisfont pas la condition de Lorentz, la transformation de jauge

X
=9 — =
ot
A=A"+Vy

nous livre des potentiels A et ®. Imposer la condition de Lorentz (4.84) a ces potentiels
revient a écrire I'équation

1 09’
Oy = — AT+ = ) .
X (v A+ 5 8t> (4.87)

et a trouver la solution y. On en déduit qu’il est toujours possible de choisir la jauge
de Lorentz puisque en théorie des équations différentielles, on montre que, pour A’ et
®’ donnés, une solution de (4.87) existe. En fait, il existe toute une famille de poten-
tiels qui appartiennent a la jauge de Lorentz, a savoir tous ceux qui sont reliés par une
transformation de jauge avec une fonction y solution de Oy = 0.

4.4.3 Jauge de Coulomb

Dans certains problemes d’électrodynamique, il est pratique de choisir un potentiel
vecteur A satisfaisant la condition de Coulomb

V-A=0. (4.88)

De méme que pour la jauge de Lorentz, on vérifie que ce choix est possible. En effet, pour
A’ donné qui ne satisfait pas (4.88), on effectue la transformation de jauge

A=A"+Vy.

Alors, on doit trouver une fonction x telle que le potentiel A obéisse a la condition (4.88).
Cette démarche est possible puisque ’équation de Poisson

Viy=-V-A
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a toujours une solution, en fait toute une famille de solutions reliées par des transforma-
tions de jauge, a savoir toutes celles qui sont reliées par une transformation de jauge avec
une fonction y solution de VZy = 0. Avec la jauge de Coulomb, les équations (4.82) et

(4.83) deviennent

1
v%xz—gp (4.89)

VA = —po(j +in) (4.90)

ou 'on a défini le courant

. 10 (0A
—o)p = 25 (E + V@)

qui, a laide de (4.77), vaut
JE
ip =¢co— . 4.91
JD = &o ot ( )
Il s’agit du courant de déplacement introduit dans la section 4.2. Les équations (4.89) et
(4.90) ressemblent aux relations statiques (4.24) et (4.26). Une solution pour ®(r,t) peut
en effet s’écrire ) )
r
@,t:——/&'KJ—. 4.92
(r,?) dmeg Jv " lr — /| ( )
Elle correspond a (4.5) et représente le potentiel de Coulomb instantané du a la densité de
charge p(r,t), d’ou le nom de jauge de Coulomb. La jauge de Coulomb est utilisée lorsque
p et j sont nuls. Dans ce cas on peut choisir ® = 0 et A solution de ’équation d’onde
1 0?A

2

Le potentiel vecteur A détermine alors E et B par les relations

0A

E= -2~
ot

B=VxA. (4.94)

4.4.4 Potentiels retardés

Avec le choix de la jauge de Lorentz (4.84) les potentiels ®(r,t) et A(r,t) satisfont les
équations (4.86). Une fois leurs solutions connues, les champs E et B se calculent a I’aide
des relations (4.76) et (4.77). Une méthode élégante de résolution des équations (4.85) et
(4.86) est fournie par la fonction de Green G(r —r',t —t') définie par ’équation

<V2 — l8—2> Glr—r't—t)=—4r 6(r —1') 6(t — 1), (4.95)

ou le gradient V s’applique sur r et non pas r’. Alors, pour G(r — r’,t — ') connue, la
solution de I’équation (4.85) est donnée par I'intégrale

1

O(r,t) = o

/ﬂ%’/wdﬂGu—ﬂJ—ﬂ)mﬂj), (4.96)
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comme on le vérifie facilement par simple substitution de ®(r,¢) dans 1’équation de

d’Alembert (4.85). On a évidemment une formule analogue pour le potentiel vecteur
Alr,t) = 12 /d3’/ dt' G(r—r',t — 1) j(r', 1) | (4.97)

T

Grace a la linéarité du probleme, on détermine G solution de (4.95) en utilisant les trans-

formées de Fourier (10.29) qui vont permettre de passer de I’équation différentielle (4.95)

a une équation algébrique. Les transformées de Fourier de la fonction G(r — v/, t — t') et

de la distribution §(r —r') 6(¢ — t’) sont données par les expressions

Gr—r't—1t)

/ duw M) emil=t) g (1 ) (4.98)

S(r—1') o(t —t) = / &k / dw eler—r) miwt=t) (4.99)

27T

Alors, I’équation (4.95) transformée de Fourier s’écrit

2

(—k% + “C’—Q)g(k,w) T (4.100)

Ainsi, déterminer G revient a calculer I'intégrale

Am e x) ot 0)
Glr -1t —t) /d3 | o sy (4.101)

qui n’est pas définie sur tout ’axe réel w. Pour I'intégration sur dw, on évite les singularités
w = *ck en passant a une intégrale sur un chemin dans le plan complexe grace au lemme
de Jordan et en utilisant le théoréme des résidus (voir ces théoremes dans I'appendice
10.4). Puis, I'intégration sur d®k est faite en coordonnées sphériques. Le calcul fournit les
deux solutions de distribution de Dirac

Glr—1 t—t) = — 5<i1|r—r’|—(t—t’)),
C

v — /|

Dans notre contexte physique, seule la solution causale (signe + ) est acceptable. Cela
signifie que le signal existe seulement pour ¢ > ¢/, c.-a-d. pour un temps de mesure ¢
postérieur au temps d’émission ¢'. On obtient ainsi, la fonction de Green retardée

Gra(r =1/t =) = — 5(1\r—r'\_<t_t')). (4.102)
C

v — /|

En insérant cette fonction de Green dans (4.96) et dans la formule analogue pour A, nous
obtenons en intégrant sur ¢’ les solutions appelées potentiels retardés

1 1 Ir — /|
Qi (r, 1) = /d3’7 - — 4.1
t<r7 ) 47'('80 r ‘I‘ - I'/‘ P (I‘ ) c ) ( 03)
Jio 1. v
Aret (I‘, t) — E /d3TI |r _ r,| J <I'/,t - c . (4104)
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Ces intégrales constituent un aboutissement important de ’électrodynamique. En effet,
pour p et j donnés, elles permettent de calculer, en tout point de l'espace et pour tout
temps, les champs électriques et magnétiques en passant par les relations (4.76) et (4.77),

E = —V(IJ—E

B = VxA.

C’est la solution explicite de I'un des problemes fondamentaux de 1’électrodynamique.

4.5 Champ électromagnétique d’une particule
chargée en mouvement rectiligne uniforme

Une particule chargée en mouvement crée évidemment un champ électromagnétique.
Comme exemple simple, calculons les potentiels retardés d’une particule chargée en mou-
vement rectiligne uniforme. Pour une particule de charge ¢ et de vitesse constante v || Oz,
on définit les densités de charge et de courant pour tout point r = (x,y, 2) de l'espace.
Les densités seront non nulles seulement sur les points de la trajectoire r'(¢) = (0,0, vt).
Elles peuvent donc étre représentées par des fonctions de Dirac

t) qo(r—r')=qd(x)d(y)o(z — vt) (4.105)
t) = qvilr—r1)=qvix)(y)d(z—vt). (4.106)

On vérifie que 1’équation de continuité V-j+0p/dt = 0 est satisfaite. Le potentiel scalaire
est fourni par la formule des potentiels retardés (4.103)

0(z —vt, 1
D(r,t) = T — /d3 / )_ (/Z o) i ey (4.107)
TEo r —r/| c

De méme, on peut écrire le potentiel vecteur A(r,t). Pour le calcul de cette intégrale, on
utilise la propriété® suivante de la fonction de Dirac

/ o 1 Z,—Z‘
)= 2 g ) (4.108)

5. On considere la fonction f(x) possédant des zéros aux points z; € IR et une fonction continue .
Par intégration, on obtient

400 f(zite)
[ wasenet) = 3 [ gt o) ew) = 3 el

+o0 1
/_Oo dmg 7|f’($i)|5(x — ;) o(x) .

Pour le calcul, on a pris de petits intervalles [z; — €, z; + €] autour des zéros f(x;) = 0, puis on effectue
un changement de variable y = f(x), dy = f'(x)dz et on intégre pour obtenir le résultat valable pour
toute fonction ¢.
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ot les z; sont les zéros de la fonction f(2') = 2’ — vt + ﬁ\/xz + 4%+ (z — 2/)%. A laide de
cette propriété, l'intégration de (4.107) (exercice) donne

q 1
O(r,t) = = - 4.109
(I' ) 4dmeq \/(1 _ 52)(l‘2 + y2) + (Z _ Ut)2 &) ( )
I
A(r,t) = Z—;/d?’r J|1Er_ r,)| - % O(r,t) . (4.110)

On tire les champs E et B a partir des relations (4.76) et (4.77). Dans le cadre de la
relativité restreinte, on verra comment déduire de maniere plus élégante ces champs E et
B a partir des transformations de Lorentz.
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Chapitre 5

Particule chargée dans un champ
électromagnétique

Dans le chapitre précédent, nous avons appris comment calculer les champs E(r,?)
et B(r,t) pour des densités de charge p(r,t) et de courant j(r,¢) données. Or, ces den-
sités représentent des particules chargées qui suivent des trajectoires données par les
équations du mouvement de la mécanique. Par exemple, dans la section 4.5, nous avons
calculé les champs E et B produits par une particule chargée en mouvement rectiligne
uniforme. Réciproquement, dans ce chapitre on montrera comment décrire la dynamique
d’une particule chargée dans un champ électromagnétique. La force agissant sur les par-
ticules chargées est la force de Lorentz due au champ électromagnétique et la dynamique
sera décrite a ’aide des formalismes de Lagrange et de Hamilton. On montrera aussi
comment composer ’énergie totale des contributions du systeme mécanique et du champ
électromagnétique.

5.1 Force de Lorentz

L’expérience montre qu'un champ électrique E exerce sur une particule de charge ¢
une force qE. Cette effet permet de mesurer la force i.e. le champ E a I’aide d'une charge
test (c.-a-d. une charge qui est si petite que son influence sur le champ électrique peut
étre négligée). Si la particule se déplace avec une vitesse v, elle subit aussi, en présence
d’un champ magnétique B, une force gv x B. Ce terme est a l'origine de la force entre
deux fils électriques découverte par Ampere. Ainsi, de maniere générale, une particule de
charge ¢ et de vitesse v = est accélérée par la force de Lorentz

F(r,,t) = q[E(r,t) + f x B(r,t)] . (5.1)

Comme on I’a vu en (2.51), pour une force dépendant de la vitesse, une fonction de
Lagrange L = T — V peut étre définie s’il existe un potentiel V' (g, ¢, t) tel que

d [0V oV
(ag.6.1) = — | — | — —. 2

L’exemple typique est donné par la force de Lorentz (5.1). En effet, pour cette force, il
existe un potentiel électromagnétique

V(r,i,t) = q[®(r,t) — - A(r,1)] (5.3)
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ou, comme on ’a vu en (4.76) et (4.77), les champs électriques et magnétiques s’expriment
en termes de potentiels vecteur A(r,t) et scalaire ®(r,t) par les relations

B=VxA,

0A
E=-Vd—- —.
v ot

Vérifions, en utilisant les coordonnées cartésiennes, que le potentiel électromagnétique
satisfait I’équation

d (oV ov

Fi=—|—|—-+—, j=1,23.

dt 8.’,13']‘ 8.’,13']‘
Nous avons a évaluer I'expression
d (oV ov d a4 8@ 0
oi;) " ow, TN " or, T og
Le premier terme du membre de droite peut étre écrit

d 0
EAj 6tA +I’ VA],

tandis que le dernier terme est relié a B par

0

e (F-A)=1-VA;+ I x(VxA);=1-VA; + (f x B);,
J

d’otl, en soustrayant cette équation de la précédente, nous obtenons

d 0 0 i
EAj 8ZL‘J (I‘ A) atA — (I’ X B)] .
Le résultat,
d (0V ov 0 0P
it (02,) i, o[t o) e

reproduit en fait la force de Lorentz.

5.2 Fonctions de Lagrange et de Hamilton

A Taide du potentiel électromagnétique (5.3), la fonction de Lagrange de la particule
chargée ¢ dans un champ électromagnétique s’écrit

L:T-V:%tQ—q(é—f-A). (5.4)

Cette fonction de Lagrange L n’est pas invariante par transformation de jauges (4.79).
En effet, le remplacement A’ = A + Vy et & = & — 9y /It nous conduit a la nouvelle
fonction de Lagrange

I'=L+q (ax (5.5)

d
L
8t+r Vx> +q

aX
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qui possede, par rapport a l'ancienne, un terme de dérivée totale supplémentaire. Cette
nouvelle fonction L’ décrit cependant la méme dynamique puisque toute variation de
I’action donnée par L’ fournit les mémes équations de Lagrange.

Pour établir la fonction de Hamilton, nous avons besoin des impulsions généralisées
en coordonnées cartésiennes. Le calcul donne

oL

pj = 95, mi; + qA; (5.6)

Dans ce cas, on remarque que I'impulsion généralisée p est différente de la quantité de

mouvement mr. L’inversion de la relation linéaire (5.6) fournit les vitesses généralisées en
fonction des coordonnées et des impulsions généralisées

T = E@j —q4;) .

Alors, avec la définition (3.4) de la fonction de Hamilton, on obtient

H = ZIL'jp]—L

j=1
3011 1 3.1
- b(p] qA;)p; — 5—(pj — q4;) } o — ZE pj — qAj)A,;
j=1 J=1
1 3
]:1

D’ou I'expression de la fonction de Hamilton de la particule chargée plongée dans
un champ électromagnétique

1
H(r,p,t) = 5—(p - gA)* + q® (5.7)

ou A(r,t) et ®(r,t) dépendent de 'espace et du temps. Cette fonction joue un role pri-
mordial en physique, tout particulierement en mécanique quantique. Elle est en fait a la
base de tous les systemes atomiques.

5.3 Energie totale du systeme particule et champ

La fonction de Hamilton (5.7) représente ’énergie d’une particule chargée plongée dans
un champ électromagnétique. Nous avons appris dans le paragraphe 4.2 que le champ
électromagnétique contient aussi de l'énergie et que celle-ci peut étre transformée en
énergie mécanique et vice-versa. Le cas de la particule chargée que nous avons abordé ici
nous permet de mieux comprendre les problemes qui relient énergie mécanique et énergie
électromagnétique. Si le champ électromagnétique dépend du temps, ’énergie mécanique
(5.7) n’est pas conservée. En fait, avec les crochets de Poisson donnés par la formule
(3.25), on peut écrire

dH OH q OA 0D

g m+=—=_—Lp_gA .
{H,H} + m(p qA) - 5 T

dt ot (58)
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En introduisant la relation (4.77) 0A/0t = —E — V& entre le champ électrique E et
les champs de jauge A, ® ainsi que la relation (5.6) (p — gA) = mr entre I'impulsion
généralisée p et la vitesse 1, on obtient

an
dt

= qi E+q(i- vq>+%—(f)

) d
= qr-E+qE<I>(r,t) . (5.9)

Le premier terme constitué du produit du courant gr avec le champ E correspond a la
chaleur de Joule introduite phénoménologiquement dans le paragraphe 4.2. Il est com-
pensé par une diminution de I'énergie du champ électromagnétique. Le deuxieme terme
de I’équation (5.9) provient directement du potentiel scalaire présent dans la fonction de
Hamilton (5.7).

Toutefois, dans le contexte de cette section, la fonction de Hamilton n’est pas la
grandeur essentielle. Nous nous intéressons plutot a ’énergie totale Fy,; qui doit contenir
les énergies de la particule et ’énergie du champ électromagnétique. Cette énergie totale
que l'on peut tirer de (5.9) ne peut que changer par rayonnement a travers la surface de
la région spatiale considérée,

d
‘B, /d S=0. 5.10
dt tot + ava ( )

Afin de pouvoir comparer les résultats ci-dessus avec le théoreme de énergie (4.39),
introduisons au moyen de la fonction de Dirac, la densité de courant ®

Jji' ) = qré(x’ —r(t)) (5.11)

d’une particule ponctuelle de charge ¢ qui suit la trajectoire connue r(t). L’équation (5.9)
devient

d
= [H = q@(x, 1) :/ &' i 1) B, 1) . (5.12)
v
Alors le théoreme de 1'énergie (4.39) fournit la relation
d
—[H—q(ID +/d3rurt]+ do-S=0, (5.13)
dt v

qui nous permet de définir I’énergie totale du systeme particule et champ
B = H—qCI>+/d3r u(r’,t)

1
= %( p—qA)* + q® —q(I>+/d3r u(r',t)

1 o 1
— — (p-qA) /d3r' QDEE D2+ —|BE, D) . 5.14
(P~ 9A 4 [ d (DB 4 g (B (514)
Le fait que notre systeme mécanique et le champ électromagnétique soient couplés im-
plique donc qu’il est assez arbitraire quelle partie est attribuée aux particules et quelle
partie est attribuée au champ.

1. En interprétant la ”fonction de Dirac”, on voit que cette densité de courant est nulle lorsque 'on
n’est pas sur la trajectoire i.e. v’ # r(t) et différente de zéro sur la trajectoire r(t).
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Chapitre 6

Electrodynamique dans les milieux
matériels

Les équations de Maxwell (4.31) a (4.34) et la force de Lorentz (5.1) peuvent décrire
les phénomenes électromagnétiques au niveau microscopique ou chaque particule char-
gée est considérée explicitement. Or, il n’est pas possible de suivre en détail 1’évolution
de 10% électrons et noyaux, ni théoriquement ni expérimentalement. L’expérimentateur
s’'intéresse aux grandeurs macroscopiques qui représentent “en moyenne” la dynamique
des constituants chargés. Le but de ’électrodynamique macroscopique sera alors de
développer une théorie qui tient compte des détails microscopiques d’une maniere glo-
bale et phénoménologique. Il existe aujourd’hui des méthodes ab initio qui permettent de
prédire le comportement macroscopique a partir des équations microscopiques, mais pas
sans approximations séveres, souvent mal controlées. Dans ce contexte, il est important
de mentionner qu’a I’échelle des atomes 1’approche classique doit étre remplacée par le
formalisme de la mécanique quantique. La théorie quantique des corps macroscopiques
est capable de prédire, au moins en principe, I'aimantation d’un matériau pour un champ
magnétique extérieur donné ou le courant électrique traversant un fil métallique en fonc-
tion de la tension appliquée. Pour comprendre les concepts fondamentaux tels que la
polarisation et 'aimantation, une approche classique est néanmoins suffisante.

6.1 Polarisation de la matiere

Nous considérons d’abord 1’électrostatique. Pour une densité de charge ppo(r’ — r;)
représentant la distribution de charge a I'intérieur d’une molécule de centre de masse situé
en r;, le potentiel électrostatique ®y,01(r, r;) de la molécule est donné par la formule (4.5),

1 pmol(rl - ri)
Dol (r,1;) = /d?”i. 6.1
1(r, 73) 4req " lr — 1’| (6.1)

En définissant la nouvelle variable r” =r' —r;, (6.1) devient

1 1"
q)mol(ru ri) = /dgrﬂm (62)

dreg lr—r; —r"|
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Comme illustré sur FIG. 6.1, pour r situé loin de la molécule i.e " < |r — r;|, nous
pouvons faire le développement limité

1 1 1

|r —r; — " - r—r| |r—r

FIGURE 6.1 — Molécule de centre de gravité r;

En ne retenant que les deux premiers termes, on obtient le potentiel

Cdmeg [[r—x| T [r -

q)mol<r7 ri) (64)

ou l'on a introduit la charge totale de la molécule située en r;
¢ = /d?’?“ Pmol (T) (6.5)
et défini son moment dipolaire
pi = /d3r I Pmol(T) - (6.6)

Le deuxieme terme de (6.4) est le terme de potentiel dipolaire bien connu. Pour un en-
semble de molécules, le potentiel total est simplement donné par la somme des contribu-
tions (6.4) de toutes les molécules. En définissant la densité de charge totale

pmicro<r/) = Z q; 5(1'/ - ri) (67)

et la polarisation totale

Pmicro<r/> = Z | 87 5<rl - ri) ) (68)
on arrive au potentiel microscopique
1 pmicro<r,) 1
(I)micro = (I)mo i) — /d3 v/ - Pmicro ) - 6.
) = X ) = o [ P @Vl 69)

ou toutes les molécules sont a l'intérieur du volume (macroscopique) V. Ce potentiel varie
d’une molécule a I’autre, mais comme nous nous intéressons a des échelles plus grandes, par
exemple & des dimensions de I'ordre de 10~*m correspondant & des volumes v contenant
un trés grand nombre de molécules (de I'ordre de 10'®), nous introduisons la moyenne

O(r) = % / B Briono (T + %) (6.10)
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A T'aide de (6.9) et d'un changement de variables, r' — r’ 4+ x on obtient

®(r) ! /d?’r’[p(rl) P(r')-V ! (6.11)

e r—r| lr — /|
ou l'on a introduit la densité de charge moyenne
/ ]‘ 3 /
p@):;/dx%er+@ (6.12)
et la polarisation moyenne
/ ]‘ 3 /
P(r') =~ /d 2 Praiero (I + %) . (6.13)
v Ju

A noter que l'intégration s’étend sur le volume macroscopique V' dans (6.11), mais seule-
ment sur le petit volume v dans (6.10) (6.12) et (6.13). On modifie 'expression (6.11)

en utilisant la propriété V(1/|r —r'|) = —V'(1/|r — r'|) et en faisant une intégration par
parties
1 p(r") P(r) 1
o) = — [d v ~ VP S (614
(x) dmeg " [|r—r’|jL r — 1’| <1n)|r—r’| (6.14)

Apres application du théoreme de la divergence, le deuxieme terme disparait, si ’'on admet
que P(r) s’annule au bord. On obtient le potentiel scalaire

(I)(I') 1 /dBT/ [p(rl) -V P(rl)] (615)

e lr — 1|

ou seule la distribution de charge a été modifiée par la polarisation. Alors, en tenant
compte de la relation avec le champ de jauge E = —V®, on peut immédiatement écrire
les équations du champ électrique macroscopique

VXxE =0 (6.16)
1

VE=2__—v.p. (6.17)
€o €0

Avec la définition du déplacement électrique
D=¢E+P, (6.18)

la relation (6.17) devient,
V-D=p. (6.19)

En résumé, le champ électrique macroscopique E(r) se compose du champ D(r) induit par
I'exces de charge (les matériaux sont essentiellement neutres) et du champ de polarisation
P(r) da au déplacement relatif des charges positives et négatives. Les équations (6.16) et
(6.19) définissent 1’électrostatique macroscopique ou p est la densité de charge moyenne.
Mais ces équations ne sont pas suffisantes pour déterminer les champs E et D. Elles doivent
étre complétées par une relation constitutive entre le champ électrique E et la polarisation
P. Cette équation additionnelle dépend des propriétés spécifiques du matériau considéré.
Nous reviendrons a ce probleme plus tard.
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6.2 Aimantation de la matiére

Nous avons vu comment établir les équations macroscopiques de 1’électrostatique a
I’aide de moyennes sur les grandeurs microscopiques. La démarche pour la magnétosta-
tique macroscopique est similaire. Pour une densité de courant microscopique jmicro(T)
donnée, le potentiel vecteur se calcule a 'aide de (4.8),

Amicro /d3 IJmlcrO (6.20)

Jr—v] r’l

Nous imaginons d’abord les courants électriques limités a une certaine région de I’espace,
par exemple celle occupée par les constituants d’une molécule. 11 est facile de se convaincre
que dans ce cas le courant total (statique) est zéro. En fait, par intégration par parties,
on obtient

/ &Pt (r) = / BV - [T ()] — / P 2V - miors (1) = 0, (6.21)

ou l'on a utilisé la condition de bord (Zjmicro)|ov = 0 et 'équation de continuité statique
V “ Jmicro = 0. Nous choisissons comme origine le centre de la région avec courant localisé
par r’ et considérons un point r en dehors de cette région. Alors le développement

1 1 r-r

r—r] P

nous amene a

Amicro<r) = /dsrljmicro<rl) + /dBT/ (I' ' I'/) jmicro(r/) + -

A7|r| Ar|r|3

Le premier terme est nul au vu de (6.21) et le deuxiéme terme peut étre transformé a
I'aide de l'identité

rx (1 x§) = r(r§) = (ro1)
On en déduit

[t wer) i) = @ v = [de .

D’autre part, avec la loi de conservation statique V’-j = 0 et par intégration par parties,
on effectue les transformations

3 3
/d?’r':p;(r-j) = /dgr' x;ngjQ:/d?’r' Y jg O
4=1 A=1
= /d3r' 2 j-V'i(r'r)= /d3r' V' [(r' - r) j]
= —/dgr' (r-1') ja (6.22)

qui permettent d’obtenir

/dg’rr :——rx/d3erJ
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On arrive ainsi au résultat simple

Ho
A picro(T) = —47T|r|3r Xm4 - (6.23)

ol m est le moment magnétique défini par

1
m= g /d3r' ' X Jmicro(r') - (6.24)

Pour un ensemble de molécules situées en r; I’équation (6.23) devient par superposition
Airo (1) = _Ho /d3r’ (r—r) 5 Myero(t') 4 - - -, (6.25)
4 lr — /|3

ou l'aimantation (microscopique) est définie par

M i (1)) = Z m,; (r' —r;) . (6.26)

En nous limitant au premier terme du développement (6.25) nous pouvons effectuer la
moyenne comme dans le cas de 1’électrostatique

A(r) = % / B Aspiono (T + X)) (6.27)

Jusqu’a ce point nous n’avons considéré que les courants internes qui se manifestent par
les moments magnétiques m; des molécules. En général il faudra admettre des courants
qui traversent le systeme et ajouter la densité de courant j; représentant, par exemple, les
électrons de conduction d’un métal ou d'un semiconducteur. On arrive alors a I’équation
macroscopique (“coarse grained”)

Ho 3 1 . s Ho 3 s 1 / /
A = — /d - — /d —(r — M , 2
(I’) 4 T |r I‘/| Jf(r) 4 T |I‘ r/|3(r I') X (I’) (6 8)

ou l'on a introduit 'aimantation moyenne
Lo
M(r) = - / &2 Mipicro(r + X) . (6.29)
v Jv
I convient de réécrire le terme magnétique de (6.28), en utilisant la relation

r—r 1

X M(r') = M(r') x V'

TP v

1 1
— _ / M / / M I.
V><<|r_r/| (r)>—|—|r_r,|V>< (r')

A Taide du théoreme de Stokes généralisé I'intégrale sur le premier terme peut étre trans-
formée en intégrale de surface (entourant tout le systeme)

[ v x <|r_1r,‘1v1(r’)> :/z do' x <|r_1r,‘1v1(r’)>
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qui vaut zéro. Nous obtenons donc un expression similaire a (6.15)

A(I‘) _ Ho /dgT/ [jf(r,> + V' x M(I‘l)] (630)

T ar r — 1’|

ou la densité de courant a été modifiée par le terme d’aimantation V x M(r). En te-
nant compte de la relation B = V x A, nous pouvons tout de suite écrire les équations
macroscopiques de la magnétostatique

V-B = 0, (6.31)
VxB = pu(is+VxM). (6.32)

Avec la définition du champ magnétique

1
H=—B-M, (6.33)
Ho

nous pouvons réécrire ’équation (6.32) sous la forme

Comme en électrostatique macroscopique, les équations (6.31) et (6.34) ne sont pas suffi-
santes pour déterminer les champs B et H. Elles doivent étre complétées par des relations
constitutives, par exemple entre I’aimantation M et le champ magnétique H. Notons en-
core que dans le vide, il n’y a pas de distinction entre H et B, c¢’est pourquoi 'induction
magnétique B est souvent appelée champ magnétique.

6.3 Electrodynamique macroscopique

Pour les champs qui dépendent du temps ¢, il faut faire les moyennes spatiales et
temporelles

1 T/2
E(r,t) = — [ d*' / dt’" Epiero(r + 0,6+ 1),
vT Jou —7/2
1 T/2
B(r,t) = — [ d* dt’ Buicro(r + 1/, t + 1), (6.35)
vT Jo —7/2

ou v et T sont petits par rapports aux grandeurs caractéristiques macroscopiques (mais
grands par rapport aux dimensions atomiques). Les potentiels ®(r, t) et A(r,t) sont définis
de la méme facon. Nous pouvons suivre la méme démarche que pour les potentiels sta-
tiques, mais avec deux modifications importantes :

— 11 faut utiliser les potentiels retardés (4.103) et (4.104).
— Il faut appliquer ’équation de continuité

0
apmicro(ra t) + v : jmicro(ra t) =0 ) (636)

au lieu de la version statique V - jnicro(r) = 0.
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Notons d’abord que les équations homogenes (6.16) et (6.31) restent inchangées en pas-
sant du monde microscopique au monde macroscopique. Nous supposons que la moyenne
temporelle (6.35) est effectuée sur plusieurs périodes atomiques, ce qui nous permet de
négliger les effets de retardement. Le potentiel scalaire peut alors étre analysé comme dans
le cas statique et on trouve de nouveau les relations (6.18) et (6.19) pour les grandeurs
D(r,t), E(r,t), P(r,t) et p(r,t). Pour le potentiel vecteur la seule différence par rapport
au cas statique provient de I’équation de continuité. I’équation (6.21) est alors remplacée
par

0
d3 .micro t) = /d3 a, Pmicro t
[ & dmiealr,t) = [ @ v S pnieo(r.),

et (6.30) devient

Amﬂ:%/fﬂ

9]
[jf(r’, t') + EP(I'/, t) + V' x M(r/, t')] .

v — /|

La loi d’Ampere macroscopique s’écrit donc

ou, compte tenu des définitions de D (6.18) et H (6.33)

0
H-2D=j.
V X ot Jf

Dans un milieu matériel, les équations macroscopiques de Maxwell prennent la forme
V-D = ps (Coulomb)
0
VxH- =D = j; (Ampere)

ot
V-B =0 (Gauss)
V xE+ %B =0 (Faraday) (6.37)
ol .
D =¢E+P H=--B-M. (6.38)
0

On vérifie facilement que les densités libres py¢, j; satisfont ’équation de continuité.

On remarque que les équations de Maxwell dans un milieu matériel dépendent, en
plus des champs E, B, aussi des champs D et H. Elles ne sont par conséquent plus
suffisantes pour déterminer I’ensemble de ces champs. En fait, la définition des grandeurs
polarisation et aimantation a été faite de maniere purement formelle. Pour les calculer
nous devons recourir a une modélisation du matériau que 'on veut étudier. C’est ce que
nous allons faire dans la section suivante en considérant des systemes physiques simples
ol les relations entre les champs D, H et les nouvelles grandeurs P, M sont linéaires. Ces
systemes seront illustrés par quelques exemples élémentaires.
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6.4 Relations constitutives

Les équations (6.37) et (6.38) ne suffisent pas pour traiter un probleme concret d’élec-
trodynamique dans un milieu matériel. En effet, pour résoudre les équations de Maxwell
inhomogenes, on a besoin de relations supplémentaires entre D, E, P et j et aussi entre
H, B et M afin d’aboutir a un systeme d’équations fermé. Ces relations constitutives
dépendent du milieu matériel considéré. Pour des milieux simples, on peut les prendre
linéaires. Nous définissons ci-dessous les relations constitutives entre j et E, entre P et E,
entre M et H.

a) Pour un milieu conducteur électrique de conductivité o, on a la loi d’Ohm
jf=0E. (6.39)

b) Pour un milieu diélectrique isotrope, on définit la susceptibilité électrique y.
en admettant la relation linéaire*

P =cox.E. (6.40)
Alors, la définition (6.38) du déplacement électrique
D=¢gE+P=¢(l+x.)E=¢cE (6.41)
permet d’introduire la constante diélectrique
e = co(1+ x) (6.42)

¢) De méme, pour un milieu magnétique isotrope, on définit la susceptibilité magné-
tique? x,, en admettant la relation linéaire

M=y,H. (6.43)
Alors, la définition (6.38) du champ magnétique
B = jio(H + M) = jig(1 + y,)H = uH (6.44)
permet d’introduire la perméabilité magnétique

= po(l + xm) - (6.45)

Les valeurs de la conductivité o et des susceptibilités y. et x,, doivent étre fixées en
fonction du milieu considéré. Nous allons analyser ci-dessous trois modeles simplifiés qui
apportent une idée qualitative des propriétés électromagnétiques de la matiere a travers le
calcul d’une conductivité électrique, d’une susceptibilité électrique et d’une susceptibilité
magnétique.

1. Pour des milieux anisotropes, cette relation constitutive est matricielle P; = &g Zi:l XjkEL. Pour
certains matériaux, elle peut étre non linéaire P = ¢ x(E).

2. Lorsque la susceptibilité y,, est positive, on dit que le milieu dans lequel apparait I’aimantation est
paramagnétique. Lorsque x,, est négative, le milieu est dit diamagnétique.
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Conductivité électrique

Dans un conducteur, une particule chargée est accélérée par un champ électrique E(t)
et subit en méme temps des collisions avec d’autres particules. Dans le modele de Drude
Ieffet des collisions est décrit par une force de frottement visqueux —m-~yv. On peut écrire
I’équation du mouvement

dv
mes = —myv +qE. (6.46)
Pour E = 0 et v(0) = vy la solution de cette équation est donnée par la fonction expo-
nentielle v(t) = vpe 7". Le mouvement de la particule est donc freiné. Dans le cas E # 0,

écrivons 'équation (6.46) comme

d q

e v(t)| = = e"E(t).
= [t v ()
Supposons que le champ soit enclenché au temps ¢t = 0 et que la particule soit initialement

au repos, v(0) = 0. La vitesse pour ¢ > 0 est alors
q /t —T— /
t)y=—|[ dt' e” E(t).
vy =L [ ar e mi)

Pour E constant et un temps ¢t > fy’l, nous trouvons une vitesse asymptotique constante,
v = gE/(m7). Pour une densité de particules ny, on obtient la densité de courant

) nyq?

= = E.
Jr=nsqVv ey

Il s’agit d'un courant stationnaire décrit par la loi d’'Ohm j; = oE et fournissant par
conséquent la conductivité électrique

2
o =41 (6.47)
my

typique du conducteur que I'on a modélisé.

Susceptibilité électrique et constante diélectrique

Dans un diélectrique, la particule est liée, il faut ajouter un terme élastique (oscillateur)
a I’équation du mouvement
dv
m_
dt
Alors, pour un champ électrique oscillant E = Eqe~** donné, I’Ansatz de solution parti-
culiere r(t) = ry e " introduit dans (6.48) donne

= —muwgr —myv + qE. (6.48)

q 1
rg = —
" m —w? + Wi —iyw

Ey.

En considérant une densité de particules ny, on a la polarisation P = nuq r et avec (6.40),
on obtient la susceptibilité

(6.49)



et la constante diélectrique

(W) = go(1 + xo) = L L (6.50)
Elw) =¢&p Xe) = | €0 m _w2+w3_i’yw . .

Notons que pour obtenir les grandeurs physiques, il faudra prendre les parties réelles des
équations (6.40) et (6.41). On remarque cependant que les parties réelles et imaginaires

de e(w)

bq> w2 —w
(w? — w§)? + 7°w?
9
npq yw
g” = 6.52
() m (w? — wd)? + y2w? ( )

2

glw) = eo + — (6.51)

contribuent toutes les deux au déplacement D.

Susceptibilité magnétique, paramagnétisme et diamagnétisme

On modélise le milieu magnétique par un systeme de N particules chargées ayant une
énergie potentielle U(ry, ...,ry) et soumises a un champ d’induction magnétique statique
B = (0,0, B). Avec le choix de la jauge circulaire, le potentiel vecteur s’écrit

1 B
A(r) = §B Xr= 5(—3/,:5,0) : (6.53)
En introduisant le champ de jauge (6.53) dans la fonction de Hamilton (5.7)
1
H=3 o [pi—aAr)"+U . (6.54)
UL
le terme cinétique devient
1 2 1 2 Lopa o, o
S g P~ AT =X g b —api- (Bxw) + i B +a)| - (659
La propriété de commutativité du produit mixte
2?7; pi-(Bxr) = Qz;iB (r; x p;) =B -m{”

met en évidence le moment magnétique intrinseque d’une particule

mgo) = e r; X p; .
2mi

La fonction de Hamilton prend alors la forme
1
H=Y

2m
Le moment magnétique total m; d’une particule est donné par la définition (6.24) ou I'on
utilise la densité de courant jpicro(r) = ¢;¥; d(r — r;) pour obtenir

2 (0) B2Qi2 2 2
ipl-—IrU—zi:B(mi )ﬁzijg—w(xﬁyi). (6.56)

_ A 2
m; = % r; X r; = 2q—7:% r; X [p; — iA(r;)] = m{” — 43:% r; x (Bxr;). (6.57)
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La composante parallele a B vaut
(0) @G 2, o
m;), = (m”), — 2 (22 + y>)B.
(). = (). = (- 7)

Pour un systeme de volume V', 'aimantation moyenne

1 1 0 QZ
M. = zij(mi)z = zij(mz( i Z 24192 (6.58)

comprend donc deux termes, le premier provenant des moments magnétiques intrinseques
(paramagnétisme), le second correspondant a une aimantation induite par le champ
(diamagnétisme)

1 @
M, ia:)\iaB s Aia:__ ’ >‘ia<0-
d d d V;élm(x +y7) (Ad )
Notons encore la relation intéressante
1 0H
M,=——=—, 6.5
VOB (6.59)

qui découle de (6.56) et (6.58). A températures finies et pour B = 0, les moments
magnétiques intrinseques d’un matériau ont (sauf dans des cas exceptionnels tels que
les ferroaimants) des directions aléatoires et I'aimantation est donc zéro. Pour B # 0, les
moments intrinseques ont la tendance a s’aligner parallelement a B. Pour un champ faible,
on retrouve la relation linéaire M, para = AparaB, O Apara(> 0) dépend de la température
(selon la loi de Curie, Apara ~ T71), donc I'aimantation totale M, = (Agia + Apara) B-
En comparant ce résultat avec (6.44), (6.45) et en définissant A := Agia + Apara, DOUS
retrouvons les relations

M= x,,H, B =uH (6.60)

ou la susceptibilité magnétique x,, et la perméabilité magnétique p sont données par

foA __
1— ,lL())\ ’ a 1— ,uo)\

Xm = (6.61)

6.5 Ondes électromagnétiques dans la matiere

Les ondes électromagnétiques se propagent aussi dans la matiere. Nous considérons
d’abord le cas ou les densités libres de charges et de courants sont nulles, i.e. py = 0,
jr = 0. Alors, avec les équations constitutives (6.41) et (6.44)

D=:E B—H,
les équations de Maxwell (6.37) deviennent

V-E=0 V- -B=0 (6.62)
1)

OB
VxB-peg =0 VxE+ - =0. (6.63)
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Elles sont identiques aux équations de Maxwell dans le vide, sauf que goug = 1/c* a été
remplacé par eu. Les solutions d’ondes sont donc les mémes que dans le vide, mais avec
une vitesse de propagation donnée par

v= 1 c |22k (6.64)
\ en \ en

En général ey > g, donc v < ¢, mais il existe des exceptions. Une vitesse de propagation
supérieure & ¢ n’est cependant pas en contradiction avec la relativité restreinte .

Comme deuxieme cas d’ondes électromagnétiques dans la matiere, nous considérons
un conducteur dans un champ électrique E(r,t) qui, avec la loi d’Ohm, génere le courant

jr(r,t) = o E(r,t) .

Dans ce cas, les équations de Maxwell s’écrivent

V-E=0 V-B=0 (6.65)
OE 0B

V x ey = Ho V xE+ BT 0 (6.66)

L’Ansatz ' ‘
E(r,t) = By ekt B(r,t) = By ekt (6.67)

fournit les relations

kEQZkBOZO kXEQ—wBQZO (668)
k x Bg+ pewEq = — i puo Ey . (6.69)

En insérant la deuxieme de ces relations dans la troisieme, on trouve 'expression
1 .
—k x (kx Ey) =—pulew+i o) Eg
w

qui donne

2 2 . 0
k* = pew (1 + Zew) . (6.70)
La partie imaginaire de k2 (et donc aussi de k) implique qu'une onde électromagnétique est
amortie exponentiellement au passage de la surface vers l'intérieur d'un conducteur. Cette
longueur de pénétration ou profondeur de skin est tres petite pour les bons conducteurs
et/ou pour les grandes fréquences ; dans ce cas un courant électrique est limité a la région
de la surface.

3. Dans des milieux a dispersion anormale ou l'indice de réfraction décroit lorsque la fréquence aug-
mente, la propagation de I’onde peut étre supraluminique, ¢.e. posséder des vitesses de phase ou de groupe
supérieures a celle de la lumiere. Toutefois, la vitesse de 1’énergie reste inférieure a c. Il n’y a donc pas
de contradiction avec la relativité d’Einstein puisque celle-ci interdit seulement qu'une onde transporte
de Iénergie ou de l'information plus vite que la lumiére (voir J. Schwinger et al., paragraphe 7.3).
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6.6 Réflexion et réfraction

Lors du passage d'un milieu matériel a un autre et aussi en passant du vide a un
milieu matériel ou réciproquement, le champ électromagnétique est modifié. Les équations
macroscopiques de Maxwell (6.37) sont applicables a I'intérieur des deux milieux ou les
grandeurs (e, p,0) sont en général différentes. Nous utilisons un modele idéalisé ou les
grandeurs (e, i1, o) sont constantes a U'intérieur d’un milieu et changent, a l'interface, de
maniere abrupte d'une valeur a I’autre. En conséquence, certaines composantes du champ
électromagnétique seront discontinues a l'interface.

6.6.1 Conditions de bord

Les conditions de bord des champs D, E, H et B sont obtenues a I'aide des équations de
Maxwell (6.37) et des théoremes de ’analyse vectorielle appliqués a une région infiniment
mince de U'interface (voir FIG. 6.2 et 6.3).

FIGURE 6.2 — Interface pour les champs D et B

Pour une charge libre ¢ dans le volume v et en utilisant le théoreme de la divergence,
'équation de Coulomb (6.37) donne

/Ud?’rV-D: [ 4D =g . (6.71)

D’un autre coté, en considérant un petit disque de surface F' comme sur FIG. 6.2, nous
pouvons écrire g5 = psF' oll p, est la densité de charge de surface. Alors, pour une épaisseur
infinitésimale d du disque, 1’équation (6.71) devient

Pour d — 0 on obtient la condition
(D1 — DQ) ‘N = pPg . (672)

En partant de I’équation de Gauss (6.37), la méme procédure peut étre appliquée au
champ B pour donner ’expression 4

(B,—By) n=0. (6.73)

4. Cette condition peut aussi étre déduite en exigeant la continuité des potentiels ® et A. Clest
une condition nécessaire pour avoir des champs E et B finis, comme on peut le voir en considérant les
relations (4.76) et (4.77) qui introduisent les dérivées de ces potentiels. En effet, la continuité de ® et
A dans linterface parallele au plan yz implique la continuité de 0A /dx, DA /Dy, DA /Ot, 0P /0x, 0P /Dy
(mais pas celle de 0A/0z,09/0z). On en déduit que B, = 0A,/0x — A, /0y est continu, comme le
montre (6.73).
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5 €2 H2 G

FIGURE 6.3 — Interface pour les champs E et H

A P’aide du théoreme de Stokes, ’équation de Faraday (6.37) appliquée a I'interface décrite
par FIG. 6.3 peut s’écrire

ﬁﬁbE:AerxE:—Awﬂ%:

Comme 0B/t est fini sur un chemin arbitrairement proche de l'interface, le membre de

droite est négligeable et par conséquent les composantes de E paralleles a 'interface sont

continues®

(E, —~Ey) xn=0. (6.74)

En procédant de la méme fagon, selon FIG. 6.3, I'équation d’Ampere (6.37) conduit a la

relation oD
dﬂH:/d- U T I
722 Y 7 ( ot s )

Pour les mémes raisons que plus haut, le premier terme du membre de droite est a nouveau
négligeable. Alors, en définissant la densité de courant de surface

1
s =— [ do-j
Js I /2 Jf
nous trouvons, a la limite d'un chemin arbitrairement proche de l'interface, la relation
(H 1 H2) =Js

ou H; et Hy sont les projections de H; et Hy sur l'interface. A 'aide de la normale n a
I'interface, nous pouvons écrire I’expression vectorielle

(Hy—H,) xn=j, . (6.75)

En résumé, a l'interface de deux milieux, nous avons les conditions suivantes

(D; =Dy):n = p,
(Hl—Hg)Xn = js
B _Bj.n b (6.76)
(El—Eg)Xn = 0

5. Cette condition de continuité des composantes de E paralleles a 'interface peut aussi étre établies
en exigeant la continuité des potentiels ® et A.
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Nous remarquons les similitudes de ces expressions avec les équations de Maxwell de
I’électrostatique et de la magnétostatique dans un milieu matériel : le produit scalaire
correspond a la divergence et le produit vectoriel au rotationnel. Ces associations four-
nissent un bon moyen mnémotechnique.

6.6.2 La loi de Snell

Dans cette section, on se limitera aux isolants ou les densités p, j, ps,js sont nulles.
On considere une interface a z = 0 séparant deux milieux de perméabilités magnétiques
11, b2 et de constantes diélectriques €1, 5. Une onde monochromatique est partiellement
réfléchie et partiellement transmise selon FIG. 6.4. A Daide des expressions mathématiques
des ondes électromagnétiques dans la matiere de la section 6.5, nous pouvons écrire :

Onde incidente (z > 0) :  E(r,t) = Eq ekt
B(r,t) = % k x E(r, t)

Onde réfléchie (z > 0) :  E’(r,t) = Ej ¢!k =t
B’ (r,t) = % K’ x E"(r, )

Onde transmise (z < 0) : E'(r,t) = Ej ik T—wt)
B(r,t) = 1 k' x E/(r,t)

Les relations de dispersion
k| = |K'| = nqw/c K| = now/c

contiennent les indices de réfraction

N; = Cy/Ei by = ;:;Z; s 1= 1, 2. (677)

Les conditions de bord (6.76) sont valables pour tout r et tout ¢ sur linterface. En
conséquence, les facteurs de phase doivent étre égaux sur toute l'interface z = 0

(k-1).mo= (k' 1) = (k" 1), .

Les trois vecteurs k, k’ et k” sont donc coplanaires.
Avec la notation de FIG. 6.4 cette derniere relation s’écrit

Esind = k' sin? = k" sind” .

En raison de 'égalité des longueurs |k| = |k”|, 'angle d’incidence doit étre égal a 1’angle
de réflexion. On obtient ainsi la loi de la réflexion

9 =" (6.78)

La relation entre 'onde incidente et 'onde transmise fournit la loi de Snell ou loi de la

réfraction ‘
sin ¥ :M:@: Eollo (6.79)
sin |k‘ n1 g1 . .
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FIGURE 6.4 — Réflexion, réfraction

6.6.3 Intensités et polarisations
Pour le cas considéré au paragraphe précédent, les conditions de bord (6.76) s’écrivent

[81(E0 —+ Eg) — 82E6] n = 0,

1 1
[—(kxEy+ k' xEj) — —k' xEj]| xn=0,

1 K2
kxE)+k'xEj—k'xEj]-n=0,

[Eo+E/ —E}]xn=0. (6.80)

Nous nous limitons a une polarisation linéaire de vecteurs Eg, Ej, E{ réels et considérons
deux cas spéciaux.

a) Polarisation perpendiculaire au plan d’incidence

Si les vecteurs Eg, Ej et E{ sont perpendiculaires au plan d’incidence (défini par k
et n, mais k’ et k” sont aussi paralleles a ce plan), la premiére des équations (6.80) est
automatiquement satisfaite, tandis que les trois autres se rameénent a

1IE(EO — Ef) cos ¥ — 1/(‘:’d‘—zEécosﬁ' =0,
2 H2

Ve (Eg+ Eg)sind — \/zaup Egsind’ =0

Fo+Ey—E;=0. (6.81)
Grace a la loi de Snell, le déterminant de ce systeme homogene est égal a 0. Pour simplifier
les expressions, nous remplacons les perméabilités p; par po, ce qui est souvent justifié
pour des fréquences w appartenant au spectre visible de la lumiere. On obtient

2 cos ¥ sin ¥

g, = osvsmy g
0 sin(9 + ) 0
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sin(d¥ — )

E// — e
0 sin(¥ + ')

Eq . (6.82)

b) Polarisation paralléle au plan d’incidence

Si les vecteurs Eg, E{ et E{ sont paralleles au plan d’incidence, la troisieme équation
(6.80) est automatiquement satisfaite, les trois autres se réduisant, a 'aide de la loi de
Snell (et pour p; & pg), au systeme

Vei(Bo + Ef) — Ve:Ey = 0,
cosV(Ey — Ey) —cosVEy = 0. (6.83)

La solution est (on utilise des théoremes d’addition trigonométriques)

2 cos ¥ sin )’

Ey = sin(9 + ) cos(9 — ) Eo,
" tan( — ')

E, — = Fy . .84
0 tan(d + ) " (6.84)

La réflexion est nulle si ¢ + ¢ = 7/2. A I'aide de la loi de Snell, on voit que c’est le cas
pour 'angle de Brewster

[e n
¥ = arctan | — & arctan — . (6.85)
&1 ny

Cet angle peut étre utilisé pour produire de la lumiere polarisée, puisque pour cet angle,
seule la composante avec polarisation perpendiculaire au plan d’incidence est réfléchie.
Pour ny; > ngy, on observe qu’il existe un angle ¥ pour lequel on a une réflexion totale
(¥ = m/2); il est donné par la relation

sind = | 2~ 2 (6.86)
&1 nq
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Chapitre 7

Rayonnement

Pour calculer les champs produits par des densités p(r,t) et j(r,t) dépendantes du
temps, il faut tenir compte de la vitesse ¢ finie de propagation de la lumiere. Il s’ensuit
que le temps d’émission d’un rayonnement est sensiblement différent du temps de détection
si le détecteur se trouve a une certaine distance de la source. Mathématiquement, ce délai
entre les temps d’émission et de détection est décrit par les potentiels retardés (4.103) et
(4.104). La différence est négligeable si la distance Ar entre I’émetteur et le détecteur est
suffisamment petite, plus précisément si les changements de p et j pendant le temps Ar/c
sont négligeables. Mais on s’intéresse souvent a des situations ou cette condition n’est pas
satisfaite. Pour une fréquence atomique typique wy ~ 10451, on devra tenir compte des
effets de retardement lorsque les distances sont de I'ordre Ar > c¢/wy &~ 3 x 10~%m.

FIGURE 7.1 — Emetteur de dimension |r/| < a et point de détection r

7.1 Champ de rayonnement

On considére un systeéme rayonnant ou émetteur de taille! a. Selon FIG. 7.1, on fixe
I'origine des coordonnées a l'intérieur de ce systeme et on cherche la forme asymptotique
des champs E et B en un point

r>a. (7.1)

1. La taille d'un émetteur peut valoir a ~ 1079 m pour un atome et a ~ 1 m pour une antenne.
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Il est important de distinguer trois longueurs typiques, la taille de la source a, la dis-
tance d’observation r et la longueur d’onde caractéristique A\ du champ électromagnétique
émis. Dans le probleme du rayonnement, on s’intéresse surtout au cas ou l'observateur
se trouve tres loin de la source, r > a, et ou cette distance est aussi supérieure a la
longueur d’onde, » > A. On parle de zone lointaine. Le champ de rayonnement dans
cette zone est calculé a 'aide de la limite asymptotique des potentiels retardés (4.103) et
(4.104). Alors, pour r’ variant a U'intérieur de I’émetteur de dimension a, on peut utiliser
le développement limité

r-r

\r—r'\:'r’[l— +0(r'2/r2)]:r_n.rf+.-. (7.2)

ou nous avons introduit le vecteur unitaire
r
n=—.
r

En négligeant les termes d’ordre 1/r? et supérieurs, la forme asymptotique des potentiels
retardés (4.103) et (4.104) s’écrit

1 1 r n-r
d(r,t) =~ —/d3’ t—— 7.3
m) o~ p( L) (73)
1 -1
A(r,t) ~ % ;/d?’r’j (r’,t—£+ ncr> : (7.4)

Pour calculer le champ électrique E = —V® — 0A /0t, on utilise les identités

V(r)=n (7.5)
e
V(n-r)= —% m(n-r) -1 = —%n < (nx 1) | (7.7)

Alors, en notant le temps retardé

/

fo—t— L4 0 (7.8)
c c
nous trouvons
1 1 1 1 1 ap
AL 0| [ VR Y W SR
Tp(r ) rznp+r T (n ) ot

Le premier terme de cette relation est de l'ordre 1/72, le deuxieme de lordre 1/(r)) =
re/(2mwy), ol wy est la fréquence typique de I'évolution temporelle de p. C’est a ce point
que nous tenons compte de 'hypothese r > A. Dans ce cas le deuxieme terme domine et
nous utilisons I'approximation

\% [%p (r/,t,,)} ~——n—p(rt,) . (7.9)
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Le champ électrique devient

0
E(r,t) = —V‘D( t) - —A( t)
0
R~ &*r' —=p(r' — ﬂ/ S —j(r/]t,) . .

47‘(‘50 cr/ ) 4rr d’r ot (v ) (7.10)
A Taide de la relation B =V x A qui, comme en (7.9), donne

0 11 1 o .,

o [ )| > = —oma )

on obtient aussi le champ magnétique,

Mo 11 3/ 8 /
B(rt)~ o1 /d LT 7.11
(00 = =12 2o a2 ) (7.11)
L’équation de continuité
0

nous permet de simplifier I'expression (7.10) du champ électrique. Cependant, pour les
densités de charges et de courants retardées, on observe que la divergence V' agit aussi sur
t., alors que dans (7.12) V ne s’applique qu’a l'argument spatial. Dans ce cas, 1’équation
de continuité doit s’écrire

ol 1) = ~ IV (0, (7.13)

ol la notation du membre de droite signifie que I'on prend la dérivée pour ¢, fixé. Pour
une divergence s’appliquant sur tout r’, le calcul fournit ’expression

a j(r',t,) - V't, (7.14)

v’ 'j(rla t?") - [v/ 'j(rlv tr)] 8t

qui permet d’écrire I’équation de continuité (7.13) sous la forme
0 0
t,) = =V i’ t.)+ =j{'.t,) - V't,
5P 1) Vi ) + o ) -V

= V) ). (7.15)

ot
En insérant (7.15) dans (7.10), on obtient (avec 1/c¢* = gqup)

c , n o , )
B0 ~ o fd (‘ L TRAGRL ) o [ G
Mo [ 3 9j\ 9
N 47‘("/‘/ d’r [n (n 875) Gt]

_ Mo [ s 9
= 47rr/dr nx(nx8t>

= —cn x B(r,1) . (7.16)

Q
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On a utilisé la propriété
/ &' V' t) = / i) - do’ =0
1% oV

de la densité de courant limitée a un domaine V fini de 'espace, ainsi que la relation
(7.11) avec I'induction magnétique. Les trois vecteurs n, B et E sont donc orthogonaux.
On a aussi

B(r,f) — %an(r,t), (7.17)
B*(r,t) = 0—12E2(r,t). (7.18)

Les contributions individuelles des champs électriques et magnétiques a la densité
d’énergie u = (£/2)(E*+c*B?) sont donc égales. Afin d’obtenir 'intensité du rayonnement
a une distance r de la source, nous calculons la densité de flux d’énergie donnée par le
vecteur de Poynting (défini dans la section 4.2)

1
S=—ExB. (7.19)
Ho

Dans le cas des champs asymptotiques discutés dans le paragraphe précédent, la condition

r > a nous donne )
B

S~ “BxmxB)=""n. (7.20)
Mo Ho

Il s’agit d'un flux radial dirigé vers I'extérieur. Le flux par unité d’angle solide est obtenu
en multipliant n - S par la surface 72. Ainsi I’énergie rayonnée par unité de temps et par
unité d’angle solide, i.e. la puissance du rayonnement, vaut

2
E:n.STQZCBQTQZ Ho

<) Lo (4m)2c

0
3,/ Ly
n x /d r —8tJ(I' ) (7.21)

Ce résultat démontre que le flux traversant une unité d’angle solide ne dépend pas de la
distance r, ce qui reflete le fait que I’énergie rayonnée n’est ni accumulée ni anéantie dans
I'espace (vide). Nous constatons aussi qu'un courant électrique dépendant du temps est
a l'origine du rayonnement. Pour calculer explicitement la puissance rayonnée, il faudra
spécifier la source j(r',t,).

7.2 Modele simple d’une antenne

Nous considérons un modele simplifié d'une antenne en supposant qu’elle est constituée
d’'un conducteur mince de longueur ¢ et qu’elle est parcourue par une densité de courant
j=1(0,0,7,) de la forme

i1 k(5 —12])] 6(x) 6(y) sin(wt)  pour |z| < (7.22)
0 pour |z| >

NS N

et ot 'on a évidemment la relation de dispersion k = w/c.

82



112
) n
cable >
a———
-112

FIGURE 7.2 — Antenne

Le courant est injecté au centre, il est nul aux deux extrémités de 'antenne en z = +£/2.
Nous calculons la puissance de rayonnement a I’aide de la formule (7.21) qui avec le choix
des coordonnées de FIG. 7.2 s’écrit

/d3’§t(r )

out, =t—r/c+ (n-r')/c. Pour le courant donné par (7.22) 'intégrale peut étre effectuée
et donne

/d3 / tr) = WI/E/2 dz' sin k<£ —[Z])| cos |w(t - Tz cos 1)
a jz - —t/2 2 C [

2 2

@ _ Mo
aQ (47r)2c

Ho ;2 30 9
C g [ D e,
sin ‘ rat](r )

(4m)3c

21
= sin;ﬁ oS {w(t — E)} lcos(%g cos) — cos(%e)l :
Le calcul de la moyenne sur le temps
1T
f= —/ F(t)dt (7.23)
T Jo

fournit un facteur 1/2. La puissance moyenne rayonnée vaut alors

dp 1o 2Ic \? 1 Kl ?

dpP kt

- — 102 - — N — N

<) (4m)2c sin” (sinQﬁ‘) 2 [COS( 2 cos ) = cos 2)
pol%c [cos(& cosd)) — cos() ?
872

(7.24)

sin ¢

Il est instructif de considérer le cas d'une antenne satisfaisant la relation kl < 1 (ou ¢ <
c/w). Les effets de retardement a I'intérieur de I’antenne devraient alors étre négligeables.
En utilisant le développement limité

1
cos(%ecosﬂ) =1- 5(%600519)
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nous obtenons le résultat simple

d_P M0[2 wl ! )
70~ 39,20 <7> sin” 4. (7.25)

Nous verrons dans le paragraphe 7.4 que cette expression correspond a I’émission dipolaire
électrique, qui se limite justement aux premier terme d’un développement en puissance
de a/A (ol a est la taille du systéme rayonnant). A noter que la puissance émise grandit
comme w* avec la fréquence du courant. Nous remarquons aussi que le phénomene inverse
de I’émission, 'absorption du rayonnement par une antenne, ne reflete que 'autre aspect
de l'interaction entre la lumiere et la matiere; 'onde électromagnétique arrivant a 1’an-
tenne exerce une force — la force de Lorentz — sur les particules chargées et induit ainsi
des courants électriques dans ’antenne.

7.3 Rayonnement d’une charge ponctuelle

Prenons comme autre exemple d’application une particule de charge ¢ qui suit une
trajectoire bornée r(t) et génere par conséquent les densités

p(x',t') = qdo(x' —x(t)),
JE ) = qv(t) 5 —r(t) . (7.26)

Nous aimerions calculer la puissance rayonnée par unité d’angle solide dans la direction
n = R/R aune distance R de la trajectoire de la particule, ou R est supposé étre beaucoup
plus grand que la taille de la trajectoire. C’est notre hypothese habituelle. En plus, nous
supposerons que la vitesse typique de la particule est petite par rapport a c ou, plus
précisément, que le temps de passage de 'onde a travers la trajectoire de la particule est
beaucoup plus petit que le temps caractéristique du mouvement de la particule (la période
wp dans le cas d'un mouvement oscillatoire). Cette hypothese additionnelle correspond a
I'inégalité | < ¢/w dans le cas de 'antenne. Elle nous permet de négliger le retardement
a 'intérieur de la trajectoire et de faire I'approximation

poopp et R R (7.27)

c c c

Le rayonnement est émis au temps t, =t — R/c et est observé en R au temps ¢. A I'aide
de cette approximation, nous pouvons facilement calculer 'intégrale (7.21)

0 0 R
3/_' / ~ 3/_' / _
/draﬂr’m /d"’at (r’t c)

d d
= @/d:sr’j(r’,t—%):qﬁv(t—%) =qalt,),

ou a(t,.) est 'accélération de la particule au temps t. =t — R/c. La relation

In x a* = |a|”® sin?¥,
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ou v est 'angle entre la direction d’observation et l'accélération au temps d’émission,
nous permet d’obtenir la puissance du rayonnement par unité d’angle solide (7.21) sous
la forme d’un résultat simple

dP o ¢* .
5= (4(; e la(t,)|* sin? 9(t,) . (7.28)

L’émission totale par unité de temps a travers une surface sphérique de rayon R est donnée
par l'intégrale

p o~ Mo 2 [ dq sin?v
= {ampc AU [ dS2sin
2 2
Hoq 2 T .3 Hoq 2
= 2 = . .2
iy It 2m /0 ai sin v = L Ja(t,)| (7.29)

Il est instructif de relier ce résultat au moment dipolaire, introduit dans la section 6.1 et
pour notre exemple donné par

p(t) = / Erep(r,t) = qr(t). (7.30)

On voit que
d*p(t.)
qa(te) = PR

La puissance du rayonnement est alors donné par

dP o d*p(t.) [

- = 7.31

a0~ @nze M TaE | (7:31)

une formule que nous retrouverons au paragraphe suivant pour un cas plus général.

7.4 Emission dipolaire

Nous calculons maintenant le champ de rayonnement (zone lointaine, a < r, A < r),
en admettant que la taille du systeme n’est pas seulement minuscule par rapport a la
distance de I'observateur, mais aussi par rapport a la longueur d’onde. Nous aurons donc
I'inégalité a < A < r. Dans ce cas la source se comporte comme un dipole électrique
(dépendant du temps).

Les champs électriques et magnétiques (7.10) et (7.11) et la puissance rayonnée (7.21)
sont déterminés par 'intégrale

a.(, Y
/d3r' o <r,t—£+ncr> , (7.32)

qu’il s’agit d’évaluer. Nous pouvons imaginer le courant comme résultant du mouvement
d’un ensemble de particules chargées et procéder comme au paragraphe précédent. La
contribution fournie par le terme n - r’/c n’est importante que lorsque le temps de propa-
gation a travers ’émetteur est appréciable ou si la fréquence typique est plus grande ou de
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l'ordre de ¢/a. Dans le cas considéré ici nous pourrons de nouveau faire I’approximation
appelée approximation dipolaire électrique, qui consiste a négliger le terme n - r'/c,

J Gl fe ) = fo G ()
dt/d?’ <r t——). (7.33)

Cette expression peut étre reliée au moment dipolaire électrique. En fait, a l'aide de
I’équation de continuité et d’une intégration par parties dont le terme de surface s’annule,

on trouve
0 = / &Pr' v [V’ () + gp (', te>]
= /d3' dt/d?’rrprt :
ou l'on a noté
te=t—r1/c (7.34)
On en déduit la relation J
(7.35)

d?’,',te:_ le) s
[ & it = Zp(t)

qui avec (7.33) donne, a I'approximation dipolaire, I'intégrale de rayonnement

/ d2
d3r’ = p L L PR te) .
/ <r + c ) dtzp( )

Les champs asymptotiques (7.11) et (7.16) sont alors donnés par les expressions

d2
E(r,t) ~ %n X <n X ﬁp(te)> :
I d’
B(r,t) ~ —47;0 <n x ﬁp(te)> : (7.36)

Ces champs décrivent ’émission dipolaire électrique dont le flux d’énergie asympto-

tique vaut
2

d2

ap Ho
~ t
X dt2 p( e)

dQ " (4m)%c
en parfait accord avec le résultat obtenu pour le rayonnement d’une particule (lente).
Revenons au cas de 'antenne étudiée dans la section 7.2. A 'aide de 1’équation de

(7.37)

)

continuité nous obtenons, dans la limite k¢ < 1,

dp  0j. _ : :
i Tl Tké(x)d(y) sinwt sign z ,

ce qui donne pour le moment dipolaire (orienté parallele a I’axe de I’antenne)

2
/dx/dy/e dzz— = [ksinwt <§>
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et donc
2

n x —p(t.)

0\ 2
o = Jkw cos wt, <§> sin .

En insérant cette expression dans (7.37), nous retrouvons pour la moyenne temporelle le
résultat (7.25).

7.5 Au-dela des approximations simples

Nous venons de discuter I'approximation électrique dipolaire, valable pour a < .
Si cette inégalité n’est pas satisfaite, par exemple pour r ~ A, il faudra tenir compte du
retardement a 'intérieur de la source. Pour ce faire, on peut développer le courant j(r', ¢ —
L+ nTr/) en puissances de nTr/ Les premiers termes de ce “développement multipolaire”
sont les contributions des moments dipolaires magnétiques et quadrupolaires électriques
de la source. Pour plus de détails voir le livre de Jackson.

Dans la “zone proche”, r < A\ (mais toujours r > a), le probléeme se simplifie de nou-
veau, il est réduit au calcul du champ instantané (sans effets de retardement). Revenons
a la formule générale des potentiels de jauge (4.103) et (4.104). Sans perte de généralité,

nous pouvons utiliser les transformées de Fourier

Fr,t) = % [ e () (7.38)

pour les potentiels retardés A, ® et les densités de charge p et de courant j et traiter
chaque coefficient de Fourier indépendamment (par linéarité du probleme). A l'aide de
(4.104) on voit facilement que le potentiel A(r,w) est déterminé par I’équation

: /
Alr,w) =12 / g gt AT ) (7.39)

v —r'|’

et une relation similaire existe entre ® et p. Dans la zone proche, on peut remplacer
exp(i%|r —r'|) = exp(27i|r — r'|/A) par 1. On trouve alors effectivement la méme relation
entre A(r,w) et j(r,w) (et donc aussi entre A(r,t) et j(r,t)) que dans le cas statique.
Nous avons tout au long de ce chapitre supposé que I'observateur se trouve bien loin
de I'émetteur, a < r. Mais qu’est-ce qui se passe si cette inégalité n’est pas valable? Le
théoreme de Poynting,
ou
ot
indique que pres de la source de rayonnement ou a l'intérieur de celle-ci, I’energie électro-
magnétique n’est pas seulement émise par le courant électrique, mais elle peut aussi
étre réabsorbée. Par exemple, le rayonnement émis par un bout d’une antenne peut étre
réabsorbé par I'autre bout. Pour décrire cette situation, il faudrait traiter explicitement
ce type de processus, une tache bien complexe, qui nécessite une modélisation détaillée
de la dynamique de I’émetteur.

E-j+—+V-S=0, (7.40)
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Chapitre 8

Electrodynamique et relativité

En 1864, dans un esprit de synthese remarquable, Maxwell réussit a unifier les phéno-
menes électriques et magnétiques dans la théorie de Iélectrodynamique. A la méme
époque, on remarqua que la lumiere pouvait étre représentée par une onde électromagné-
tique. A la fin du 19¢me sidcle, les expériences de Michelson qui ont débuté en 1881
montrerent que la vitesse de la lumiere était indépendante du mouvement de la source.
Cependant, une question importante ne trouvait pas de réponse : pourquoi ’électrodyna-
mique n’est-elle pas invariante par transformation de Galilée

t =t
r = r' +vt+r

~—~~
oo 0o
N =

ou la vitesse v est constante. On s’en convainc facilement (exercice) en appliquant, par
exemple, une telle transformation a ’équation d’onde

, 107 B

Doit-on en déduire que ’électrodynamique dépend du référentiel choisi : celui ou le support
de la lumiere est au repos, i.e. 'éther 7 En 1905, Einstein réussit a résoudre ce probleme
en postulant :

1. Les lois de la physique sont les mémes dans tous les référentiels d’inertie.

2. La vitesse de la lumiere ¢ est la méme dans tous les référentiels d’inertie®.

Comme nous allons le voir, la conséquence de ces postulats est de fournir des référen-
tiels d’inertie O et O’ reliés par une nouvelle transformation qui remplace la transformation
de Galilée dans le cas ou la vitesse v entre les référentiels approche la vitesse ¢ de la
lumiere. L’élément nouveau et révolutionnaire qui en découle est la non-universalité du
temps. L’électrodynamique retrouve ainsi une relativité de référentiels appelée relativité
d’Einstein ou relativité restreinte.

1. Einstein a énoncé le deuxieme principe de la relativité indépendamment des résultats des expériences
que Michelson effectuait & la méme époque [voir Am. J. Phys. 37, 968 (1969)].
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8.1 Transformations de Lorentz

On considere deux référentiels d’inertie O et O'. Le référentiel O’ se déplace relative-
ment a O avec une vitesse v constante. Quelle est la relation entre O et O’ ? Au temps
t =0 ou O = O, un signal lumineux est émis. Apres ¢ secondes, on trouve la situation
illustrée par FIG. 8.1, qui permet d’affirmer :

— Dobservateur en O voit une spheére de lumiere d’équation r? = ¢

— Dobservateur en O’ voit une sphere de lumitre d’équation r'* = 2t/

Comme la vitesse ¢ du signal lumineux est la méme dans O et O, on doit admettre

tA L (8.4)

Sinon le front d’onde du signal serait décrit par deux spheres de méme rayon, 1'une
contenue dans l'autre, mais de centres O, O’ différents. Absurde!

2t2

FIGURE 8.1 — Spheres de lumiere vues de O et O’

Pour un signal lumineux, on a donc les spheres d’équations

S? = A= - (PP 2 =0 )
S/Q — C2t/2 _ r/2 — 02t12 _ (I‘IQ + y/2 + 2/2) =0. (86)

Cette expérience idéalisée considere en fait deux événements. Le premier consiste en
I’émission du signal au point (0,0) et le deuxieme en la détection du signal au point
(ct,r). Si 'on change l'origine du temps et de I’espace, on peut écrire

AS? =ty — 1) — (rp—11)*=0. (8.7)

En outre, on peut concevoir que la distance entre les deux événements ne correspond pas
au chemin parcouru par un signal lumineux, mais a celui parcouru par un autre signal
de vitesse plus grande ou plus petite que celle de la lumiere. Dans ce cas on aura une
distance r? différente de (ct)? et par conséquent S? # 0 et aussi S # 0. En raison du
signe moins qui apparait dans la forme quadratique S?, on introduit les composantes de
temps et d’espace a l'aide de deux quadruplets différents

"ot 2t a?) = (et 1,y 2) (8.8)

—
8
hS
~—
|

(x

(:EM) = (l‘o, x17$27x3) = (Ctv -, Y, _Z) (8
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qui permettent 1’écriture compacte

3 3
S* =" atz, S7 =3 o, . (8.10)
pu=0 u=0

En général, on omet d’écrire le symbole de somme en admettant la convention de som-
mation d’Einstein . Pour passer des composantes 2* aux composantes x,, et réciproque-
ment, i.e. pour abaisser ou élever les indices, on utilise la matrice appelée métrique

1 0 0 0
0 -1 0 0
— (™) — _
9= =w) =145 o 1 ol (8.11)
0 0 0 -1
On voit tout de suite que
9" Go = 0,/ = g™, Ty = G’ (8.12)

ou 0¥ est le symbole de Kronecker. Alors avec la métrique g,,, on peut aussi écrire
S? = atg,,a" S? = atg,a . (8.13)

Les z* s’appellent composantes contravariantes, les x, composantes covariantes.
La notation® que nous venons d’introduire repose sur une structure algébrique précise qui
sera développée dans le cours Méthodes mathématiques de la physique. Pour ce qui nous
concerne ici, la connaissance de la notation suffit. Pour des raisons pratiques, on introduit
aussi une notation bloc de vecteur colonne de R*

ct
T

X = . 8.14
; (814)
z

Quelle est la transformation de coordonnées qui relie O a O’ ? Dans un référentiel d’inertie
ou t = 0, les trajectoires sont données par des droites que la transformation de O a O’
doit conserver. De plus, on ne s’intéresse qu’a des différences de coordonnées. Ainsi, la
transformation cherchée doit étre linéaire et homogene

X' =AX (8.15)
ot A = (A*,) est une matrice* 4 x 4 & déterminer. En composantes, on a

't = At (8.16)

2. La convention de sommation d’Einstein consiste a admettre la sommation implicite sur les indices

répétés dans un produit
3

E )
o, =2ty .

pu=0

3. On rencontre parfois une autre notation (z,) = (z,y, z,ict). Dans ce cas, g, = 0. et les deux
sortes de composantes ne sont plus nécessaires.

4. Avec le choix de cette notation des indices décalés, il est possible d’introduire une écriture cohérente
des composantes et d’utiliser la position des indices pour définir la matrice inverse.
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La relation (8.13) s’écrit
S? = XTgX' = XTATgAX = XTBX =0 (8.17)

ou B = BT. Que vaut B? Comme les facteurs xj2, lr|2?, 292* pour j # k = 1,2,3 sont
linéairement indépendants et que r? = ¢*t?, on en déduit (exercice)

Bjj=—Bw  Boj=0 Bjyp=0, jk=123.

Des 10 composantes indépendantes de la matrice symétrique B, il ne reste donc que By
et Bj; qui sont égaux au signe pres. En raison de l'isotropie de l'espace, By, ne peut
dépendre que de la norme de la vitesse v entre les référentiels O et O'. D’ou I'expression

S§7? = XTATgAX = BpoXTgX = b(v) X gX = b(v) S* . (8.18)

Si Pon considere le référentiel O’ avec une vitesse v relativement a O et le référentiel O
avec une vitesse —v relativement a O, on peut écrire les relations

S = b(v)S? S? = b(v)S”

qui fixent b(v) = 1. Alors (8.18) définit une grandeur qui ne change pas de forme lorsque
I’'on passe de O a O’ et que l'on appelle invariant fondamental

S7? =57, (8.19)
On peut 1’écrire sous la forme explicite
XTATgAX = XTgX
valable pour tout X et déduire que la transformation linéaire
X' =AX (8.20)
appelée transformation de Lorentz est caractérisée par une matrice A telle que
AMgAh=g. (8.21)
L’ensemble des matrices de Lorentz A, noté
L={A/AgA=g}. (8.22)
forme le groupe de Lorentz. De la relation (8.21), on tire
det A = +1 At =gATyg . (8.23)

En outre, la composante goy de la relation (8.21) conduit a I’équation
3 .
(A%)* =1+ > (Ng)?
j=1

qui fournit les valeurs limites

Ay >1 ou A% < —1. (8.24)
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Alors, suivant que det A = +1 ou det A = —1 (signe + ou signe —) et que A% > 1 ou
A% < —1 (fleche en haut ou fleche en bas), on peut distinguer quatre sous-ensembles

Ll Ll L} L. (8.25)

L’ensemble

Lh={A/ATgA=g, A%>1, detA=+1} (8.26)

forme le groupe de Lorentz propre. La condition A%, > 1 signifie que I’on conserve le
sens du temps et la condition det A = 41 que I'on ne considere que les rotations propres.
Les trois autres ensembles (8.25) ne forment pas des groupes puisqu’ils ne contiennent pas
I’élément neutre représenté par la matrice identité.

On peut passer maintenant a la détermination des composantes de la matrice de
Lorentz A € Ll dans le cas ot elle a la forme simple

A% A% 0 0
Ay AYY 0 0
A= O 0 1 0 (8.27)
0o 0 0 1
De la relation (8.21) ATg A = g , on tire les trois conditions indépendantes
(M%) = (Ao =1 (A" =(A)?=-1  (A%)(A") — (ATg)(A)) =0,
De ces relations et de la condition det A = 1, on tire (exercice) les composantes
A% = coshy >1 A%, = —sinhy (8.28)
Ay = —sinhy Ay = coshy. (8.29)
De plus, pour un point matériel situé a l'origine O’ i.e. tel que 2’ = ¢y = 2/ = 0 et
x =wvt,y =0 = z, la transformation X' = AX fournit la relation
0 = —sinh x ¢t + cosh x x = —sinh x ¢t + cosh y vt
qui détermine la variable x
tanhy = - = 3 . (8.30)
c
A Taide d’identités trigonométriques, on déduit
1
SinhX = %ﬁQ COShX = W . (831)
Finalement, la matrice de Lorentz pour v || O, prend la forme
v =By 0 0
_| =By v 00 _v _ 1
A=l o 0 1o b= 1w (8.32)
0 0 0 1
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et la transformation de Lorentz X' = AX s’écrit explicitement

' = v(t—pBz/c)
z v (x — Bet) (8.33)

Y Z==z.

La courbe tracée sur FIG. 8.2, montre que v ne prend de I'importance que pour des valeurs
de [ proches de 1, i.e. pour des vitesses proches de celle la lumiere. Pour v de direction
quelconque, on détermine les éléments de la matrice de Lorentz en décomposant r en une
partie parallele et une partie perpendiculaire a v
I‘H = I'U-—2VV (834)
r, = r—rj. (8.35)

En appliquant la transformation de Lorentz (8.33) & chacune de ces composantes et en
notant 3 = v/c, on obtient

' = v(t—-0B-r/c) (8.36)
r = r+ %(7 —1)(B-r)B—~PBct . (8.37)

D’ou l'on peut extraire la matrice correspondante. A la limite 8 < 1, on retrouve la
transformation de Galilée (8.2).

20

110

P
FIGURE 8.2 — Comportement de v = 1/4/1 — 32

En composant deux transformations successives de vitesses paralleles a l'axe = ou O” a
une vitesse vy par rapport a O' qui a lui-méme une vitesse v; par rapport a O, on obtient

X" = Aw)A(v) X . (8.38)

La multiplication de ces deux matrices nous permet de déduire (exercice) la loi de com-
position des vitesses qui fournit la vitesse de O” (z” = 0) par rapport a O

V1 + V2

= 8.39
YT + v1vy /2 ( )
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Pour vy, vy < ¢, on retrouve évidemment l’expression classique. De plus, on montre (exer-
cice) que pour vy, vy < ¢, la vitesse composée satisfait la condition v < ¢. La loi de com-
position des vitesses pour des référentiels se déplacant dans des directions quelconques est
décrite sur FIG. 8.3 et est donnée par la formule

vV = m{[l+ <1—\/1—ﬁ%> /815%/62‘| V1‘|‘\/1_ﬁ% Vg} . (840)

Pour établir cette expression, on calcule (exercice) a partir de (8.37) v = dr/dt en
définissant vy = dr'/dt’ et vi/c = B = [3;. Cette maniére de faire est certainement
moins fastidieuse que la multiplication des matrices correspondantes.

sz/fl

O

F1GURE 8.3 — Composition de deux vitesses quelconques

8.2 Scalaires, quadrivecteurs et tenseurs

Jusqu’a maintenant nous avons utilisé essentiellement la notation bloc. Les relations
que I'on rencontre en relativité s’expriment plus couramment en composantes. Dans cette
écriture, les définitions d’invariant, de vecteur, de tenseur telles qu’utilisées par le phy-
sicien deviennent naturelles. Ecrivons d’abord la transformation de Lorentz (8.20) en
composantes

' = At ab (8.41)
La matrice de Lorentz (A*,) satisfait la relation (8.21) qui en composantes devient
AaugaﬁAﬁu = Guv - (842)

Pour les composantes covariantes, on a la transformation
zh, =N, . (8.43)
En effet, par abaissement et relevement des indices, on obtient 1’expression
:L’L = 9™ = gue N 27 = gue A%, 9" 2, = N 1, (8.44)
ou l'on a introduit la nouvelle matrice
Auy = Gux Aﬁp gpy . (845)

On remarque que, la position des indices de cette nouvelle matrice correspond a ’ac-
tion de la métrique sur chacun des indices de I'ancienne matrice. A 'aide de la relation
fondamentale (8.42), le produit de cette matrice avec la transposée de (A*,) donne

A, AL =AY g Ne 7 = gue §77 =08 . (8.46)
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En observant la position de I'indice i de la multiplication ligne-colonne, on en déduit que
la matrice (A,") est I'inverse transposée de (A*))

(A7HF, =A% (8.47)

On peut aussi le vérifier en écrivant en composantes la relation (8.23) de I'inverse A~!. Pour
v parallele a O, (A,”) est tirée de (A*,) (8.32) en remplacant  par —3. La transformation
inverse de (8.41) est donnée par

¥ =N\ o™ (8.48)

comme on peut le voir en appliquant a (8.41) I'inverse transposée (A,”) pour obtenir
AL =N A, 28 =00 2 = (8.49)

De méme, la transformation inverse de (8.43) est obtenue par application de A*, qui
donne

z,= A", 2, (8.50)

Il reste a définir les grandeurs mathématiques qui ont des propriétés de transformation
simples lorsque 'on passe de O a O’. De maniere générale, ces grandeurs sont des fonctions
des quatre coordonnées x*, p = 0, ..., 3 que I'on note simplement x lorsqu’elles représentent
les arguments de la fonction.

Un scalaire ou tenseur d’ordre 0 ou fonction scalaire® ¢(z) est une grandeur invariante
par transformation de Lorentz

¢'(a') = p(a) . (8.51)
On a par exemple 'invariant fondamental S2, comme on peut le vérifier

S = a'g,,x" = A 1¥g,, N 57° = 2N g, N 57° = 2%gapa” = 5% . (8.52)

Un quadrivecteur contravariant (V'#) ou tenseur contravariant d’ordre 1 est un qua-
druplet dont les composantes se transforment selon I’équation (8.41)

VI = AV (8.53)

Un quadrivecteur covariant (V),) ou tenseur covariant d’ordre 1 est un quadruplet dont
les composantes se transforment selon 1'équation (8.43 )

V=AY, (8.54)

Un tenseur contravariant d’ordre 2 (T) peut alors étre défini® de maniere naturelle

par la transformation
T = AF o A 3 TP (8.55)

Un tenseur mixte d’ordre 2 (7" ) est défini par la transformation

T, = A" (AT (8.56)

5. L’argument z de la fonction ¢(x) représente les quatre composantes du quadrivecteur.

6. En mathématiques, les tenseurs d’ordre 2 sont définis comme formes bilinéaires. On montre
Péquivalence avec la définition du physicien en effectuant un changement de base (voir cours : Méthodes
mathématiques de la physique).
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et de méme pour le tenseur (7,")

TV = A, N T, . (8.57)

I

Un tenseur covariant d’ordre 2 (7),,) est défini par la transformation
T, = AN, Ty (8.58)

Ces définitions peuvent évidemment étre généralisées a des tenseurs d’ordre supérieur. Les
dérivées d’'un champ scalaire p(x) donnent un quadrivecteur. En effet, par dérivation en
chaine et en vertu de la transformation de coordonnées (8.48), on a

0F(r) _0plw) _ @) 0" _ 5 06@) _y L O0@)

ox'm  Ox'm 9z dxr P R 9y TH Qv

On remarque ainsi que les dérivées par rapport aux coordonnées contravariantes se trans-
forment comme des composantes covariantes. Pour des raisons évidentes de simplicité et
pour plus de clarté dans I’écriture, on note

(0,) = (%) (0") = (%) (8.60)

Avec cette notation, on voit manifestement que la dérivée par rapport aux composantes
contravariantes est un vecteur covariant

9 = N Dy (8.61)

De meéme, les dérivées par rapport aux coordonnées covariantes sont des composantes
contravariantes, puisqu’a l'aide de (8.50) on montre que

It =N, (8.62)

ot l'on a noté 0" = 0/0x,. La dérivée d’'un vecteur V*(z) donne un tenseur d’ordre 2
puisque

V" (a) = A 0N VO (1) = NN 50V () | (8.63)

En conséquence, la divergence d'un quadrivecteur V*#(x) est invariante par transformation
de Lorentz puisque

6LV’“(:€') =N, PN, 0,V () =600,V (x) =0, V" (x). (8.64)
Pour le cas spécial de la divergence du quadrivecteur 0"y, on obtient
9,0"¢' (') = 0,0"p(x) .

Par définition, on a

1
o9, = ga,? —-V?=-0 (8.65)

et on en déduit que l'opérateur de d’Alembert est un invariant, i.e. O’ =
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On termine cette section sur les tenseurs en montrant, par un premier exemple simple,
I'utilité du calcul tensoriel. Son intérét deviendra plus évident lorsque 'on discutera la
covariance des équations de Maxwell.

Exemple : Effet Doppler

Si 'on admet que la phase
kKlr,=wt—k-r (8.66)

d’une onde plane expilk - r — wt], k = w/c est un invariant de Lorentz i.e. ne change pas
lorsque I'on passe d’un référentiel O a un référentiel O’, on peut montrer (exercice) que
le quadruplet (k*) = (w/c, k) est un quadrivecteur. Par conséquent, k* est soumis aux
transformations de Lorentz k' = A*, k. Pour un émetteur de vitesse v situé en O’, on en
déduit (exercice) la formule de l'effet Doppler

w="w'(1+ Bcos?) (8.67)
et la relation entre les angles dans O et O’

B+ cos

)="—
o8 1+ Bcos?

(8.68)

oun ¥ = J(k',v) et v et ¥ = J(k,v). Les cas particuliers de I'effet Doppler longitudinal
Y = 0,7 et transversal ¥ = 7/2, relativiste et non relativiste en découlent immédiatement.

8.3 Electrodynamique covariante

Pour montrer la covariance relativiste des équations de 1’électrodynamique, il faut les
reformuler en composantes vectorielles (ou tensorielles) par des équations du type

Vi) = WH(z),

ou VH#(x) et WH(x) sont les composantes de quadrivecteurs. Cette équation est automa-
tiquement invariante de forme, puisqu’en appliquant une transformation de Lorentz, on
peut écrire

V(2 = WH(2').
Cette invariance de forme ou covariance n’empéche pas que les fonctions V'#(z) sont en
général différentes des V#(x).

Les seuls exemples de quadrivecteurs que nous connaissons pour 'instant sont (z) et
(dz*). Ils vont servir de point de départ a notre démarche qui s’attache d’abord a montrer
que les quatre composantes constituées par les densités de charge et de courant

(") = (cp,)) (8.69)
forment le quadrivecteur courant. La forme de ’équation de continuité

que 'on peut écrire
" =0, (8.70)
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nous laisse penser qu’il doit en étre ainsi. Pour le prouver, nous utilisons d'une part
I'invariance de Lorentz du quadri-volume

cat’ dx z = et cat dx z
d’d'dy'd' |d A| dt dx dy d
= cdtdrdydz (8.71)

et d’autre part la conservation, par transformation de Lorentz, de la charge dans un
volume élémentaire et du courant a travers une surface élémentaire. La charge contenue
dans dx dy dz est la méme que celle contenue dans dx’ dy’ dz’. Le courant traversant la
surface dy dz pendant le temps dt dans la direction x est le méme que celui traversant la
surface dy’ dz' pendant dt’ dans la direction 2’ et ainsi de suite pour les autres directions.
Explicitement, on peut écrire

cp' (@ y, 2 ) d' dy' d2' = cp(x,y, 2, t)dedy dz | (8.72)
Ju(@ Yy 2 ) dt dy' d2' = jo(x,y,2,t) dt dydz,
Jp(@ g 2 ) dt d2 de’ = gy (2, y,2,t) dt dz d, (8.73)
gy ) dt dd' dy' = (w2, t) dtdrdy .

En comparant chacune des relations (8.72) et (8.73) a la relation (8.71), nous déduisons
que cp se transforme comme cdt et que j,, jy, j. se transforment comme dz,dy, dz. Les
composantes j* définies par (8.69) forment donc, comme dz* un quadrivecteur contrava-
riant. On peut passer aux équations de Maxwell en considérant des potentiels ® et A. Le
choix de la jauge de Lorentz V - A + (1/¢?)0;® = 0, nous conduit aux équations (4.85) et
(4.86) qui peuvent s’écrire

DA () = —pig j* () (8.74)

si I'on introduit les 4 composantes du champ de jauge

(A*) = (% ,A) : (8.75)

Puisque j* est un quadrivecteur et que le d’Alembertien O est un scalaire, I’équation (8.74)
ne conserve son sens que si la grandeur A* est aussi un quadrivecteur. Alors, I’équation
(8.74) est invariante de forme ou covariante et devient dans O’

O'A™(2') = —po j™ (2'). (8.76)
La jauge de Lorentz est définie par 'invariant
0,A"(x) =0. (8.77)

Les champs E(r,t) et B(r,¢) contiennent 6 composantes indépendantes qui ne peuvent
pas étre représentées par un quadrivecteur. Cependant, on se souvient qu’ils dérivent des
champs ®(r,t) et A(r,t) comme le montrent les équations (4.77) et (4.76). Par exemple,
les composantes x donnent

0 0 0 0

B, = Lo Ly - Lopo_ L op .
v or ot om T rg (8.78)
9 P 9 9
B, = 2A, %4 =% g3, 9 p 8.7
oy 0z Y 0o + 03 (8.79)
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et de méme pour les autres composantes y et z. Ces relations nous amenent a définir une
grandeur tensorielle appelée tenseur champ qui contient les champs E et B

Frv = QrAY — ¥ AR (8.80)

La grandeur F* est un tenseur antisymétrique et a donc la propriétés " = —F"VH,
Il possede ainsi 6 composantes indépendantes i.e. autant qu’il en faut pour contenir les
composantes des champs E et B. Grace aux relations (8.78) et (8.79), on peut 'écrire
explicitement sous la forme d’une matrice

0 —-E,/Jc —E,/c —E./c

E.c 0 -B. B

= v ? 4
' =1g). B 0 B (8:81)

E.Je —-B, B, 0

En tenant compte du fait que 9, est un vecteur covariant et que A* est un vecteur
contravariant, on obtient la transformation du tenseur champ

F'™(2) = AP oA 5 [0 A% () — 0°A%(x)| = A oA 5 F* () . (8.82)

Pour des référentiels de vitesse relative v parallele a 'axe x, cett transformation nous
permet, pour E et B donnés dans O, de déterminer par simple multiplication matricielle
les champs E’ et B’ dans le référentiel O'. Comme on peut facilement le vérifier, le calcul
donne (exercice)

EZ/J = (&, —vB,) B; =v(By + = ) (8.83)
E, = ~(E.+ vBy) B, =~(B. — C%Ey) .

Ainsi, il apparait que des composantes qui sont nulles dans un référentiel peuvent étre
différentes de zéro dans I’autre. Aussi bien le champ E que le champ B peuvent donc se
manifester comme un effet relativiste. Pour le passage d’un référentiel 0 a un référentiel
0" de vitesse v quelconque, on a les transformations vectorielles

E = y(E+vxB)+(1—7)(n-E)n (8.84)
B = YB-v/*xE)+(1-7)(n-B)n. (8.85)

Ces relations sont tirées de (8.83) en décomposant E et B en parties paralleles et perpen-
diculaires a v = vn (exercice) .

Exemple : Champs E et B d’une charge ¢ en mouvement rectiligne uniforme

L utilité des transformations (8.83) se rencontre, par exemple, dans le calcul du champ
électromagnétique produit par une particule chargée en mouvement rectiligne uniforme.
Un systeme 0/, de charge ¢ en son centre, se déplace a la vitesse v = (v,0,0) constante.
Que vaut le champ électromagnétique en un point P fixé par r = (0, 0, z) dans le référentiel
au repos 0 7 Nous supposons que les deux systemes coincident au temps ¢t = 0 = t'. Alors,
apres t’ secondes et comme le montre FIG. 8.4, le point P se situe en v’ = (—vt’, 0, ') par
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rapport au systeme 0'. La charge ¢ au repos dans 0’ crée autour d’elle un champ purement
coulombien qui vaut

q I'/ q _,Ut/ 1
E' = — = 0 . 8.86
4ey 3 4meg N (272 4 v2t12)3/2 (8.86)

Le champ d’induction magnétique est identiquement nul, B’ = 0. Pour déterminer les
champs dans O, on a besoin de 'inverse de (8.83) que 'on peut obtenir en remplagant
la vitesse v par —v dans les formules et en interchangeant les champs E et E’ ainsi que
les champs B et B’. De plus, les transformations de Lorentz (8.33) fournissent, pour
x = 0=y, les coordonnées dans O

t' =t 2=z, (8.87)

Ainsi, pour B’ = 0 et E’ donné par (8.86), 'inverse de (8.83) fournit les champs électroma-
gnétiques E et B de O

t
BE, = — e B, =0
4me (z2+72112t2)3/
_ _ 4k vz
By =0 By = 4m (22+72v2t2)3/2 (8.88)
q z
z 3/2 Bz = 0.

Ameg (22 + 20212)

On remarque donc que le calcul des champs E et B d’une particule chargée en mouvement
peut étre effectué facilement a partir du référentiel ou la charge est au repos. L’appari-
tion du champ d’induction magnétique B n’est pas surprenante puisque 1’on sait qu'une
charge en mouvement produit un courant. Enfin, il faut constater que la démarche efficace
que nous venons d’utiliser pour le calcul des champs n’est applicable qu’a des particules
de vitesse v constante qui peuvent servir de référentiel de Lorentz. Pour des particules
accélérées, il faut utiliser les formules des potentiels retardés. Dans ce cas, on parle de
potentiels de Lienard-Wiechert. Ils ont été utilisés, en particulier, pour le calcul des
champs produits par une particule en mouvement rectiligne uniforme. Le résultat est
donné par les formules (4.109) et (4.110) qui correspondent évidemment a (8.88).

F1GURE 8.4 — Champ d’une charge ¢ en mouvement

A partir de la forme explicite du tenseur champ (8.81), il est facile de vérifier (exercice)
que les équations de Maxwell inhomogenes s’écrivent

OuF™ () = pof" () (8.89)
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De méme, les équations de Maxwell homogenes peuvent s’écrire (exercice) sous les trois
formes équivalentes suivantes

P - YA 4 QVFM = ()

A9, Fy = 0 (8.90)
0, F" =0
ou l'on a introduit la grandeur
1
= S Fy (8.91)
appelée tenseur dual. Le symbole ou tenseur complétement antisymétrique e/ = —¢,,, .

est défini par
1 permutation paire de (0123)
—1 permutation impaire de (0123)
0 2 indices au moins sont égaux .

euw@)\ —

L’équation des jauges peut aussi etre déduite tres facilement des équations de Maxwell
inhomogenes en dérivant le tenseur champ F* (8.80). Le calcul donne

0, F™ (x) = 9,0"A” — 0,0 AP = g () .

En considérant la commutativité des dérivées et la définition de 'opérateur de d’Alembert
0O = —0,0", on obtient I’équation des jauges

OA” + 0" (0,A") = —pog"” - (8.92)
En outre, la transformation de jauge s’écrit
At (z) = A*(x) + 0*x(x) . (8.93)

On vérifie facilement qu’elle laisse le tenseur champ F*(z) inchangé. En effet, en tenant
compte de la commutativité des dérivées, on a

Frv= P A — 0V A = 0FAY — OV AP + M — 9Oy = M
Avec la condition de jauge de Lorentz 0,A"* = 0, I'’équation (8.92) prend la forme simple
OAY = — s . (8.94)

Comme on I'a fait précédemment, on montre que pour A* donné, il existe une fonction y
telle que la condition de jauge soit satisfaite.
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Chapitre 9

Mécanique relativiste

La théorie de la relativité restreinte d’Einstein fait de 1’électrodynamique une théorie
covariante 7.e. indépendante du référentiel d’inertie choisi. Elle exerce aussi son influence
sur le mouvement d’un point matériel. Toutefois, les effets que I'on peut estimer se limitent
essentiellement a la cinématique des particules élémentaires. Ce chapitre introduit les no-
tions de base de la mécanique relativiste. Pour ce qui concerne la théorie de la gravitation
d’Einstein ou théorie de la relativité générale, on se référera au cours spécialisé.

9.1 Cone de lumiere

On appelle événement, ce qui se passe en un instant donné et en un point donné de
I’espace. La position des événements dans ’espace quadridimensionnel peut étre repré-
sentée géométriquement par le cone de lumiere décrit par FIG. 9.1.

ligne d'univers*

Ax=— At~ -~ 7/ Ox=cAt

ailleurs
AS%<0

ailleurs
AS?%<0

FIGURE 9.1 — Cone de lumiére

La grandeur

ASQ = 02(t2 — t1)2 — (I’Q — I'1)2 = CQAtQ — AI‘Q (9].)

est un invariant i.e. AS? = AS” comme on I’a vu en (8.19). Suivant la nature du signal
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transmis entre les événements, elle peut théoriquement prendre les valeurs
AS? >0 AS? =0 AS* <0 . (9.2)
Les événements d’un référentiel possedent des propriétés qu’il convient de définir :

Deux événements de O coincident dans l’espace, si Ar =0
Deux événements de O sont simultanés, si At =0

A ce stade, deux questions naturelles doivent étre posées. Quelles conditions doit satisfaire
un référentiel dans lequel les événements coincident 7 Quelles conditions doit satisfaire un
référentiel dans lequel les événements sont simultanés ?

1. Un référentiel O" ou des événements coincident (Ar’ = 0) ne peut exister que si O
se situe dans le passé ou dans le futur, i.e. si AS? > 0.

En effet, Ar’ = 0 implique AS? = AS? = 2At? > 0.

Dans ce cas ol ¢?At? > Ar?, on dit que Az* est un intervalle du genre temps et
la distance |Ar| qui sépare deux événements est parcourue a une vitesse de signal
inférieure a la vitesse de la lumiere

|Ar|
NI (9.3)

2. Un référentiel O’ ou les événements sont simultanés (At' = 0) ne peut exister que
si O se situe ailleurs, i.e. si AS? < 0.

En effet, At = 0 implique AS? = AS? = —Ar”? < 0.

Dans ce cas ot Ar? > ¢?At? | on dit que Ax* est un intervalle du genre espace
et la distance |Ar| qui sépare deux événements doit étre parcourue a une vitesse de
signal supérieure a la vitesse de la lumiere
|Ar|
At

Les événements n’ont plus de relation de cause a effet.

>c. (9.4)

3. Un référentiel O" ou les événements a la fois coincident (Ar’ = 0) et sont simultanés
(At" = 0) ne peut exister que si O se situe sur le cone de lumiere, i.e. si AS? = 0.
En effet, les conditions Ar’ = 0 et At' = 0 impliquent AS? = AS”? = 0.

Dans ce cas ot ¢2At? = Ar?, on dit que Az* est un intervalle isotrope. La distance

|Ar| qui sépare deux événements est parcourue a la vitesse ¢ de la lumiere
|Ar]
—— =c 9.5
A7 (9:5)

De maniere générale, on dit que V# est un quadrivecteur du genre temps si V#V,, > 0 et
que W* est un quadrivecteur du genre espace si WH#W, < 0. Attention, ces définitions
dépendent du choix de g i.e. de la définition des composantes du quadrivecteur.

103



Avant de clore cette section, examinons, a I'aide des transformations de Lorentz (8.33)
pour v || O, les relations qui existent entre des intervalles d’espace et entre des intervalles
de temps de deux référentiels O et O'. Pour deux événements, on a les transformations

At = (At — gA:c) (9.6)
Az = ~y(Az — Bc At) (9.7)
Ay = Ay A=Az .

On constate d’abord que deux événements simultanés dans O (i.e. At = 0) ne le sont plus
dans O', sauf si on les considere au méme point (i.e. Az = 0).

La mesure de la longueur d'un objet et la mesure du temps d’une horloge, tous deux
placés dans O', donnent des résultats plutot surprenants. Pour éviter toute confusion
dans le raisonnement, il convient de se mettre dans la situation illustrée par FIG. 9.2.
L’observateur se trouve dans O et les grandeurs a mesurer dans O’

yi y'A
AU

? @ Y,

F1GURE 9.2 — Contraction des longueurs et dilatation du temps

xy

O

1. La mesure, a partir de O, de la longueur d’'un objet Az’ placé dans O’ se fait en
déterminant la position des extrémités x; et x5 de 'objet de maniere simultanée
i.e. dans un temps At = 0. Alors, a 'aide de (9.7), on obtient immédiatement la
formule de la contraction des longueurs

Ar =4/1— (%2 Az’ . (9.9)

Attention, I'objet défini dans O’ ne devient pas plus court, il est mesuré plus court.

2. La mesure, a partir de O, du temps d'une horloge At' placée dans O’ se fait en
considérant I’horloge au repos dans O’, i.e. pour Az’ = 0 et en la laissant fonctionner
pendant At’ secondes. Les transformations (9.6) et (9.7) deviennent alors

At = y(At — BAz/c) Az = fcAt ,
et I’élimination de Ax fournit la formule de dilatation du temps
1
At = —— At . 9.10
T— 32 (9.10)
On appelle temps propre 7 le temps indiqué par I’horloge dans le référentiel ou

elle se trouve au repos. Dans le cas ci-dessus, le temps propre est At’ puisqu’on a
exprimé le repos de I’horloge par Ax’ = 0.
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Une preuve éclatante de la dilatation du temps est donnée par la durée de vie
moyenne des mésons p. Leur temps propre A7 = 2 - 107%s est la durée de vie
moyenne mesurée en laboratoire. Toutefois, pour des mésons p provenenant des
rayons cosmiques, de vitesse v ~ ¢ i.e. v ~ 10, on mesure, d’apres la formule (9.10),
le temps At = 20 - 1075s. Le parcours possible des muons cosmiques est donc de
cAt = 6 km. Un parcours de la durée du temps propre vaut seulement 600 m ! Dans
ce cas les mésons p ne pourraient pas atteindre la surface de la terre. Des mesures
de dilatation du temps ont aussi été opérées sur des horloges gravitant autour de
la terre. Il faut toutefois savoir que des modifications du temps sont aussi dues a la
gravitation. Cet effet est prévu par la théorie de la relativité générale.

Une interprétation naive de la relation (9.10) donne lieu au paradoxe des jumeaux '
formulé par P. Langevin. En effet, les observateurs (jumeaux) situés en O et O" peuvent
chacun prétendre étre au repos ou en mouvement et donc voir leur age relativement dilaté
ou pas. Pour lever le paradoxe, on doit donner a O’ une trajectoire spécifique, comme par
exemple un trajet d’aller-retour ou une trajectoire circulaire? correspondant aux lignes
d’univers de FIG. 9.3. Mais alors, on doit savoir que la dissymétrie entre O et O introduit
une accélération qui contredit la théorie de la relativité restreinte : O’ n’est plus un
référentiel d’inertie, les transformations de Lorentz ne sont plus valables globalement !
Dans le cas ou O" décrit une trajectoire circulaire de rayon R, de vitesse angulaire w = ¢

constante
| R cos
=B en] ] o1

on obtient la grandeur
dS? = Adt* — dr* = ¢* (1 - R*W?/c?) df’ (9.12)
qui possede la méme forme qu’une vitesse rectiligne constante v = wR.

A
t

B

r

-

FI1GURE 9.3 — Lignes d’univers des jumeaux O et O’

1. Au sujet du paradoxe des jumeaux, il faut prendre garde aux nombreuses interprétations erronnées
que 'on trouve dans la littérature.
2. N’importe quelle trajectoire curviligne pourrait étre utilisée.
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On peut donc restaurer localement les transfomations de Lorentz en considérant des
référentiels d’inertie instantanés®. Ces référentiels ont en chaque point de la trajectoire
circulaire la vitesse v = wR et satisfont la relation différentielle d’invariance fondamentale

dS"” = ds?.
Alors, entre les événements A et B, le temps propre 7 dans O’ (temps pour dr’ = 0) est
lié au temps dans O par la formule

TE/ABd—S/:/j? (9.13)

C

et en introduisant la grandeur (9.12), on obtient

r:/ttB\/l—vz/c2 dt =\/1 =02 (tgp —ta) . (9.14)

On retrouve la formule (9.10) de la dilatation du temps. Dans ce cas, le jumeau dans O,
de longévité 7 < (tp — t4) ne peut plus prétendre étre resté au repos puisque, durant son
parcours, il a continuellement subi une accélération radiale Rw?e, et donc ressenti une
force centrifuge. Il doit admettre que son frere jumeau resté dans O a vécu un temps plus
long que celui indiqué sur le chronometre de O'.

9.2 Cinématique et dynamique relativiste

La différentielle (dax*) = (edt,dr) est un quadrivecteur donné dans O, on peut donc
déterminer (da'*) dans O’ par la transformation de Lorentz

daz'™ = A, dx” . (9.15)

Comment définir une vitesse relativiste sous la forme d’un quadrivecteur v*, i.e. sous la
forme d’'une grandeur transmissible de O a O’. Le temps ¢ qui n’est pas le méme dans O
et O’ ne peut manifestement plus étre utilisé pour définir cette vitesse. Toutefois, le temps
propre d1 peut étre utilisé puisque c’est un invariant. En effet, 'expression (9.15) permet
de définir I'invariant dS? qui dans le référentiel O’ oli la particule est au repos (dr’ = 0)
devient

dS? = da*dzx, = Pdt* — dr® = (¢ —v*)dt* = dS” = Fdt” = Pdr? . (9.16)

On a défini le vecteur vitesse classique v = dr/dt. La quantité dr? proportionnelle & dS?
fournit le temps invariant

1
dr =1 — (2 dt = = dt (9.17)

qui n’est rien d’autre que la formule de dilatation du temps (9.10). A P'aide de ce temps
invariant, on peut définir le quadrivecteur vitesse
o
o dx
dr
3. La notion de référentiels instantanés est aussi utilisée dans le calcul du mouvement relativiste des
particules dans les accélérateurs linéaires ou circulaires [voir (9.37)].

4. Dans le cas plus général ou la vitesse v dépend du temps, l'intégration peut étre plus difficile a
effectuer mais ne change en rien ’argumentation.

(9.18)
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qui avec la définition classique de la vitesse v = dr/dt prend la forme explicite

(v*) = 7%(01&, r)="(c,v). (9.19)

La vitesse v* est bien un quadrivecteur (v* = A*,v”) puisque z* est un quadrivecteur et
dr un invariant. Le produit du vecteur v* par lui-méme est constant

1
1— 3

et montre que v* est un quadrivecteur du genre temps (vfv, > 0). Par analogie avec la
quantité de mouvement de la mécanique de Newton, on définit le quadrivecteur énergie-
impulsion

v, = (2 —vH) = (9.20)

(p*) = (mv") = my(c,v) . (9.21)

De méme, si 'on postule I'existence d’un quadrivecteur force F*, on peut, par analogie
avec la mécanique de Newton, écrire les équations du mouvement
ip“ = F# (9.22)
dt
appelées équations d’Einstein de la relativité restreinte. Toutefois, en dérivant (9.20)
par rapport a 7, on voit que
dp*
— v
dr "

Ainsi, la force F* qui intervient dans I’équation (9.22) doit étre telle que

—0. (9.23)

Fry, =0 . (9.24)

La force de Lorentz F}' est P'exemple type d’une telle force. Ce quadrivecteur force peut
étre déduit de maniere naturelle a partir d’arguments de covariance. On sait que la force
de Lorentz possede les caractéristiques suivantes :

— elle est proportionnelle a la charge ¢
— elle est linéaire en E, B et v .

Le quadrivecteur le plus simple qui satisfait ces deux conditions est donné par le produit
contracté du tenseur champ qui contient E et B avec le quadrivecteur vitesse

Fl' = qF"v, .
Avec (8.81), on obtient explicitement
(F}') = qv (% , E+V><B> . (9.25)
Comme le tenseur champ F* est antisymétrique, on en déduit la relation
Flv, = qF" v, = —qF"™"v,v, =0

qui vérifie la condition d’orthogonalité (9.24).
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En composantes, les équations d’Einstein (9.22) s’écrivent

d o F-v
vﬁ(vmc) = [F= . (9.26)
W%Wmv) = F. (9.27)

Ces quatre équations ne sont pas indépendantes. On vérifie (exercice) que la premiere
dérive des trois dernieres. L’équation (9.26) peut étre interprétée comme le travail de la
force F /v

1 F
d(ymc?) = ~F -v dt = — - dr (9.28)
gl gl

et définit ainsi I’énergie totale d'un point matériel de masse m, libre

E =ymc* . (9.29)
Pour une masse m au repos, on trouve la relation d’équivalence masse et énergie

E° =mc* . (9.30)

A partir de la définition de ’énergie-impulsion (9.21) et en définissant la quantité de
mouvement relativiste p = ymv , on peut écrire le quadrivecteur énergie-impulsion
sous la forme

(") = (E , P) - (9.31)

C

De Dexpression (9.20) p*p, = E?/c* — p? = m?c?, on tire la relation importante entre

I’énergie et 'impulsion
E? = (mc®)* + (pc)® . (9.32)

Comme le montre le carré de la vitesse (9.20), le quadrivecteur p* est du genre temps i.e.
p? < E?/c%. On peut donc trouver un référentiel O° dans lequel p = 0, & savoir

™) = (E—O : 0) . (9.33)

C

Le référentiel O° possede la vitesse v°

de Lorentz permettent d’écrire

= v par rapport a O puisque les transformations

BO

o =0=7"(p = —E) =" (ymv —v’ym) . (9.34)
C’est le référentiel propre de la particule de vitesse v. De plus, la grandeur invariante p*p,,
fournit I'expression
2 2 Op, 0 E"
m-c :p“pﬂ:p“pM:?
qui redonne la relation d’équivalence entre la masse et 1’énergie (9.30). Ce résultat peut
aussi eétre obtenu par transformation de Lorentz, mais le calcul avec les invariants est plus

élégant. Pour une particule de masse m, libre, on définit I’énergie cinétique T

E=mc+T. (9.35)
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Alors, de la relation (9.32), on déduit I'expression

Ip| = \/2mT + = (9.36)

Dans la théorie de la relativité restreinte, le vecteur v représente la vitesse relative
entre deux référentiels d’inertie O et O’ et devrait par conséquent étre constant. Mais, la
dynamique que nous venons d’introduire sort de ce cadre puisqu’elle considere, comme
le montrent les équations (9.26) et (9.27), une vitesse qui n’est plus constante. Ainsi, le
référentiel de la particule en mouvement n’est plus lorentzien. Dans I’exemple qui suit, on
va voir qu’il est malgré tout possible de définir une dynamique relativiste® pour un point
matériel d’accélération constante en considérant des référentiels d’inertie instantanés.

Exemple : Accélérateur linéaire

On considere une particule d’accélération uniforme g. Pour des vitesses v petites par
rapport a ¢, on connait la solution classique qui est donnée par le mouvement parabolique
de la chute libre z(t) = gt>. Dans le cas relativiste, on choisit pour O’ le référentiel
instantané de vitesse v = gdt par rapport a O et dans lequel le quadrivecteur force vaut

(F'™") = (0,mg,0,0). Dans ce référentiel O', on a I’équation

d
S — g 9.37
e (9.37)

A Tlaide d’une transformation de Lorentz, on passe dans le référentiel O (laboratoire)
de vitesse instantanée —v || O,. Il est possible de considérer ces référentiels instantanés
puisque la force F"* est constante et que par conséquent le référentiel O’ peut étre choisi
a n’importe quel moment sur la trajectoire. Alors la transformation

F=A'F (9.38)

de matrice A1

vy By 0 0
—1 _ AT, _ oo | By v 00
0 0 0 1
fournit le quadrivecteur
(£") = mgv(8,1,0,0) (9.40)
satisfaisant les relations
Frv, =0 F'F, = —m’g® . (9.41)

5. Dans une dynamique relativiste, on souhaite pouvoir utiliser les relations qui existent entre les
référentiels de Lorentz.
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Les équations d’Einstein (9.27) deviennent

d

VMV = mg(1,0,0) (9.42)
ouy =1 / \/1—=v2/c? et v. = ¥. Une premiere intégration avec la condition initiale
#(0) = 0 donne

71 _7#/62 = gt. (9.43)

En isolant &, on obtient la vitesse

(%) (9.44)

9t

Dans la deuxieme intégration, on pose u = /1 + (%)2 pour obtenir # = @ ¢?/g. Alors
avec la condition initiale x(0) = 0, on obtient le mouvement hyperbolique

x(t) = E

14 (L2 1] | (9.45)

C

On distingue les deux cas limites de grande et petite vitesse

gltlgll x(t) = «ct (9.46)
: L,
gltlgll z(t) = §gt . (9.47)

En posant sinhw = gt/c, le mouvement peut aussi s’écrire

2
c
x = —(coshw —1) . (9.48)
g
Alors, pour une origine du temps fixée 7(0) = 0, le calcul (exercice) du temps propre de
la particule uniformément accélérée donne

C
T=-w. 9.49
p (9.49)

D’otui 'on tire finalement le quadrivecteur (z*) = (ct, x,0,0) donnant le mouvement d'une
particule relativiste uniformément accélérée

2
(xH(7)) = < (sinhg ; cosh - — 1 , 0, 0) . (9.50)

g c c
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9.3 Probleme des deux corps en relativité

Le probleme des deux corps de la mécanique de Newton peut étre résolu exactement
pour un potentiel d’interaction qui ne dépend que de r; —ry. Dans le cadre de la relativité
restreinte, le probleme des deux corps en interaction n’a pas de solution exacte. On prend
conscience de cette difficulté lorsque I'on veut définir une impulsion totale p* (1) + p*(72)
qui n’est plus un quadrivecteur puisque les temps propres 71 et 75 sont différents.

Par contre, si les particules sont sans interaction i.e. ne sont soumises a aucune force, en
raison des équations d’Einstein (9.22), les quadrivecteurs impulsion p}’ et p§ sont constants
dans le temps. Alors, une impulsion totale peut étre définie et la conservation de I’énergie-
impulsion avant et apres 'interaction donne

Pl +py =P +7% (9.51)
Le quadrivecteur énergie-impulsion totale est défini par
p By oh L
(P = +p)=(_, P) (9.52)

ou I/ = FE; + FE, et P = p; + pa. Le quadrivecteur P est du genre temps i.e. P*P, > 0.
En effet, le calcul montre que

P*P, = (p1+p2)"(p1 +p2)u
1
= (El —+ E2>2 - (pl + p2)2

2
1 E\E
= (BT + B} — (01 +p) +2(—5~ —p1-p2)

= (m]+m3)c + 2mymay1v2(c® — vy - vy) >0 .
Ainsi, puisque P? < E?/c?, on peut trouver un référentiel O“M dans lequel
Poy = pPioy +P2om =0 . (9.53)

On définit ainsi le référentiel du centre de masse O°Y par le quadrivecteur

E
(Pbar) = <—CM , 0) (9.54)
c
ol F¢yy est I'énergie totale dans le centre de masse. On a évidemment l'invariant

E? E?
= - P? = P'P, = P'cy Py, = CCQM : (9.55)

Cette cinématique des deux corps est tres utile en physique des particules élémentaires ou
I’on considere des particules libres, loin de la région d’interaction. Nous donnons ci-apres
quelques exemples typiques de tels systemes.
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Exemples : Utilisation du référentiel CM

a)

Energie du CM

Une particule de masse m; et d’énergie E; entre en collision avec une particule de
masse My au repos dans le laboratoire. On montre (exercice) que la relation entre
I’énergie dans le centre de masse et 1’énergie de la particule incidente est donnée par

E?cnr = m2c* + mict 4+ 2B myc? (9.56)

Seuil de production des mésons 7°
On considere la réaction p +p — p + p + 7 entre protons p. On montre (exercice)
que I’énergie cinétique mimimale du proton incident, nécessaire a la production d’'un

méson 7, vaut

AM

On utilise le fait que I’énergie minimale des trois particules dans le CM est donnée
par Ecy = 2Mc? + myc?.

T = 2myc? [1 n ﬁ} . (9.57)

Processus de création de paires e*e™

On considere la réaction v +p — p + et + e~ ol 7 représente un photon et p un
proton de masse M. On montre (exercice) que ’énergie du seuil de production de
paires est donnée par

m
E =2mc*(1+ —) . 9.58
me* (14 57) (9.58)

On utilise le fait que 1’énergie du seuil de production dans le centre de masse vaut
évidemment Ecy = Mc? + 2mc?. L’énergie des photons incidents doit donc étre
légerement supérieure (m/M = 0.0005) a deux fois la masse des électrons.
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Chapitre 10

Appendices

10.1 Calcul variationnel

Le calcul variationnel est une généralisation du calcul différentiel dans des espaces
fonctionnels. En mots simples, les variables sont des fonctions et les fonctions sont rem-
placées par des fonctionnelles. Une fonctionnelle I est définie par I'application qui a
tout espace de fonctions fait correspondre un nombre

I:{f,9,hy, ..} —R. (10.1)

Par exemple, I'application

y— I[y] = /AB ds = /AB J1 1 y2(z) do (10.2)

fait correspondre a toute courbe y(x) la distance qu’elle parcourt entre les points A et
B dans le plan zy. Le probleme que 'on peut poser est la détermination de la distance
optimale entre deux points du plan i.e. de trouver la fonction y(x) qui définit cette distance
optimale. Comme on le fait pour les fonctions, nous devons déterminer la dérivée de I.
Comment définir la différentielle ou la dérivée d’'une fonctionnelle ?

f(x,)

1(x,0) = f(x)

X1 X,

FIGURE 10.1 — Famille de paraboles f(x,¢)

Dans le cadre de 'analyse dans des espaces de fonctions (espaces de Banach) cette
dérivée est parfaitement définie comme dans IR" et s’appelle dérivée de Fréchet. Dans
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ce cas, on dit que la fonctionnelle F[f] est dérivable §’il existe une fonctionnelle linéaire
dF'[h], appelée variaton telle que

F[f +h]— F[f] — 6F[h] = o(h) o(h)/||h]] = 0 pour Al —0. (10.3)

Pour ce qui concerne ce cours, nous allons simplifier I’approche en ramenant la variation
a la différentielle d’'une fonction par rapport a un parametre. Pour cela, on remplace
I'espace des fonctions par une famille de fonctions f(x,¢) = € [x1, 5] indicée par un
parametre € € IR et telles que f(z,0) = f(x). De plus, on choisit ces fonctions de telle
maniere que leurs valeurs soient égales aux extrémités de U'intervalle i.e. f(x1,¢€) = f(x7)
et f(z2,€) = f(x2) pour tout e. Un exemple simple d’une telle famille de fonctions est
fourni par la famille de paraboles

flz,6) = 2% + e(z — x1)(x — 1) (10.4)

illustrée sur FIG. 10.1. Pour € < 1, on peut considérer le développement de Taylor limité
aux termes linéaires
Of(x,€)

[z, €)= f(z) + =——

10.
5 €+ (10.5)

e=0

Alors, on peut définir la variation de f comme la différence !

5f = (.9 - fla) = 2129

o (10.6)

e=0

qui obéit évidemment aux conditions df(z;) =0 = ¢ f(x2) . Comme le montre FIG. 10.2,
une variation traduit un changement de fonction prise dans la famille et non pas le résultat
d’un déplacement infinitésimal dans l'intervalle des x, qui est donné par la différentielle

df = f'(x)dx.

f(x.€) of

df

X1 X, X

FIGURE 10.2 — Variation J f et différentielle df

On peut passer maintenant a une application importante du calcul des variations : la
détermination du minimum de la fonctionnelle

Ily] = /:2 9(y, Y, v)dx (10.7)

1

ouy := dy/dzx. De la méme maniere que la minimalisation d’une fonction fournit le point
correspondant au minimum de la fonction, la minimalisation d’une fonctionnelle fournit

1. Pour simplifier I’écriture, on laisse de c6té la fonction o(e) qui tend vers zéro avec e.
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la fonction correspondant au minimum de la fonctionnelle. Ce minimum est donné par la
condition

51 =0 (10.8)

pour autant que la deuxieme variation soit positive. Pour le calcul de 61, on considere la
famille de fonctions y(z, €) et 'on utilise la définition (10.5) pour obtenir

T2 to
ol = / dx 6g = dx gg €
T1 -0
[ dg 8y dg 8y
- / du [ay Oe + 8y’ O¢ | _, ¢

B /$2d dg Oy + 0Og dy d dg '\ 9y )

N 8y Oe 8y Oe 8y Oe —0
ol on a admis la commutativité des dérivées 0%y/(0x0e) = 0%y/(Dedx) = Oy’ /De et
utilisé la régle de dérivation d’un produit. Avec la notation dy = [8y /O€lc—o €, on a

72 | dg dg dg
51 = / dr |29 - L sy + 295
[011 <0y )1 oy
Le deuxieme terme du membre de droite s’annule en raison des conditions aux extrémités

dy(x1) = 0 = dy(xg). La condition d’extremum 6/ = 0 et 'application du lemme fon-
damental du calcul des variations? nous permettent de déduire les équations d’Euler-

(10.9)

1

Lagrange
9] 0
)Yy, (10.10)
ay) oy
Réciproquement, on vérifie que les équations d’Euler-Lagrange impliquent 6/ = 0. Il

suffit pour cela de remonter le calcul a partir de (10.10). La généralisation du calcul des
variations a des fonction y;(x), 7 = 1, n a plusieurs composantes est immédiate. On obtient

les équations
d ( dg 89 .
— | == =0 =1,---,n. 10.11
F(a) -0 -t (10.11)

La minimalisation donnée par les équations d’Euler peut s’appliquer a beaucoup de

problémes, comme par exemple :

— La détermination de la courbe d’un point A & un point B qui est parcourue dans
le temps le plus court par un point matériel soumis a la gravitation (probleme du
brachistochrone). On définit la fonctionnelle temps

B ds 1

T=| — —mv? = : 10.12
e ou pmuv” = mgy ( )

Cet exemple est a l'origine du calcul des variations (Johann Bernouilli 1696).

2. Lemme fondamental du calcul des variations :
Si les fonctions f et dy sont continues, on a

/Zf(x)éy(z)dx:() Véy = flx)=0 Vuz.
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— La détermination du chemin que parcourt un rayon lumineux dans un temps mi-
nimal (principe de Fermat) dans un milieu d’indice de réfration n(r). On définit la

fonctionnelle temps
B ds c
T = — ou v=—. (10.13)
A v n
— La détermination de la surface minimale sous-tendue entre deux cercles de rayon a

et b et situés en 0 et xg respectivement. On définit la fonctionnelle surface

S =2r /Omo y(s)ds . (10.14)

10.2 Distribution de Dirac

La distribution® de Dirac répond, par exemple, a la question : comment définir la
densité de masse ou de charge d’une particule ponctuelle ? Si ’on raisonne en termes de
"fonction” de Dirac §, on peut écrire

o(r) = 0 r#0,

Jy0(r)d®> = 1 pour tout volume V qui contient le point r = 0. (10.15)

Une telle définition correspond a un symbole de Kronecker continu et introduit une fonc-
tion 0 qui n’existe pas! On peut définir une distribution comme la classe des suites f,(x)

qui satisfont la limite
o0

lim [ do fu(z) F(z) = F(0) (10.16)

n—oo J__

pour toute fonction continue F'(z), et on écrit symboliquement
/ dz 6(z) F(z) = F(0). (10.17)

Un exemple d’'une telle suite est donnée par les fonctions

n
fo(z) =/—€e" =12, ..
™
On remarque que la limite de cette suite n’existe que sous la forme d’une intégrale. On

introduit aussi la dérivée §'(x) a I'aide des manipulations formelles

L O:o dr §'(z) F(z) = — [ °:o dr §(z) F'(z) = —F'(0) (10.18)

pour toute fonction F'(x) contintiment différentiable. L’approche rigoureuse définit ¢'(z)
comme la suite des dérivées des fonctions f,(x). Pour ces suites, on a par intégration par

parties
lim dz f,(z) F(z) = — lim dr f,(z) F'(z).

n—oo n—oo J__

3. Une distribution de Dirac d,, est une fonctionnelle i.e une application d’un ensemble de fonctions
dans IR et qui fait correspondre & toute fonction F' sa valeur au point xy de la maniere suivante

Opo : F — 05, [F] = F(xg) .

Cette notation de fontionnelle ne doit pas étre confondue avec la notation d(x — xg) qui représente la
”fonction” de Dirac.
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Les dérivées d’ordre n peuvent aussi étre définies de la méme maniere. La généralisation
a lespace R? est évidente,

d(r) =6(x) d(y) 6(z2). (10.19)
Mentionnons encore quelques relations utiles
éz) = o(—x), (10.20)
S(az) — ﬁa@, (10.21)
1
o(f(z)) = Z Tl Sz — ;) (10.22)

ou dans la derniere relation les z; sont les zéros de f(x).

10.3 Transformée de Fourier

Une fonction de carré intégrable dans 'interval [—%, %} peut étre représentée par une
série de Fourier

1 & i <L nx
f)=— % fue's (10.23)
avec
a/2 om
fn:/ e () (10.24)
—a/2

La convergence de la série de Fourier n’est pas nécessairement ponctuelle. Elle I'est en
moyenne quadratique

2
3 1 > Tin
/2 f@)== 3 foe| =0, (10.25)
7% a n=—oo
L’équation (10.23) est un cas particulier du développement d’une fonction f € L? [—%, %]

par rapport a une base orthonormale. Ici la base est constituée des fonctions trigo-

nométriques
1 2minx

en(T) = %67 (10.26)

qui satisfont la propriété d’orthonormalité

* da €,(2) en(t) = - (10.27)

En insérant (10.24) et (10.26) dans (10.23) nous trouvons I'expression

f) = [ de Yena) enle’) @),

_a
2 n

d’ou l'on tire la relation de fermeture
> en(x)en(a’) =6(x—a'). (10.28)

Si l'on utilise (10.23) pour une valeur de x en dehors de l'interval {—%,% , on obtient

une fonction périodique. Mais comment représenter une fonction de carré intégrable non

117



périodique sur tout l'axe réel 7 Formellement en faisant la limite a — oo. Dans cette

limite les nombres

2
l{;n:ﬂ , ne,
a

deviennent continus et on a le théoreme : Une fonction de carré intégrable dans l'intervalle
[—00, 00] peut étre représentée par

(o) = % [ ), (10.29)

ou la fonction

flk) = L O:o dr e f(z) (10.30)

appartient aussi a L?*[—o0, c0]. La fonction f (k) s’appelle la transformée de Fourier
de f(z) qui elle-méme est la transformée de Fourier de f(k). La base dénombrable des
fonctions e, (z) est alors remplacée par la base non-dénombrable des fonctions

1 ikx
or(z) = Wora (10.31)

La relation d’orthonormalité (10.27) devient
[ dr i) eute) = 6k~ K) (10.32)
et la relation de fermeture (10.28) s’écrit
/ dk oi(x)pr(2') = §(x — 2'). (10.33)
Cette derniere formule permet d’écrire I'expression courante
1 o ikx
= / dk €™ = §(z) . (10.34)
21 J—co

qui montre que la transformée de Fourier de la ”fonction” de Dirac vaut 1. La générali-
sation a trois dimensions est évidente. Les équations (10.29) et (10.30) deviennent

1 L
= &’k ™ f(k 10.
f) = g [ kIO, (10.35)
fk) = / & e f(r). (10.36)
Les fonctions !
_ ik-r
ox(r) = (27?)3/26 (10.37)
forment une base orthonormale,
/ & ot (r) gw(r) = 6(k — K (10.38)
et satisfont la relation de fermeture
/ Bl oi(r) o) = d(r —1') . (10.39)
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10.4 Intégration dans le plan complexe

La fonction de Green G(r —r',t — t') définie dans le paragraphe 4.4.4 nous amene a
considérer 'intégrale

1::J/i16a0<fkw F(w) (10.40)

ou f(w) possede un pole simple en w = wy. Cette intégrale n’est donc pas définie en ce
point singulier. Il faudra utiliser des arguments physiques pour donner une interprétation
correcte & (10.40). On peut éviter le pole en considérant (10.40) comme une intégrale sur
un chemin dans le plan complexe. Le pole peut étre contourné par la gauche ou par la
droite selon FIG. 10.3.

TN Y

Wo

N\

F1GURE 10.3 — Chemins d’intégration possibles

b)

Afin de pouvoir utiliser les théoremes de l’analyse complexe, nous devons fermer ces
chemins. Dans les deux cas, on peut fermer le contournement choisi par une portion de
chemin en demi-cercle dont la contribution est nulle a I'infini grace au lemme de Jordan :
Si |f(w)| — 0 pour |w| — o0 on a

/ dw e f(w) — 0 pour Q@ — o0, A >0
o~

/ dw €™ f(w) — 0 pour Q — o0, A <0
oo

ou () est le rayon des demi-cercles C'~ et C'_ qui sont tracés respectivement dans le plan
complexe supérieur si A > 0 et dans le plan complexe inférieur si A < 0.

Alors, si I'on choisit de contourner le pole par la gauche comme en a), le théoreme des
résidus donne

I 0 pour A > 0
—27i Res {e”‘“’of(wo)} pour A <0 .

Par contre, si on choisit de contourner le pole par la droite comme en b), le théoreme des
résidus donne

I 27t Res {e"’\“’of(wo)} pour A > 0
B pour A < 0.

Dans la formule (4.101) de la fonction de Green

72wt t

4770 3 (r—r’ Are? 37 Lik-(r—1/
- /dke fdwwz—(Qﬂ)4/dke =) I(k),  (10.41)
I'intégrant
1 1 1 1
_ _ L _ 10.42
J(@) w? — k2c? 2kc (w — ke w + kc) ( )
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a deux poles en wy = tkec. Alors, avec A =t — ¢, on trouve pour le cas a)

I= i—z O(t — t') sin [ke(t' —1)] , (10.43)

ou O(t — t') est la fonction de Heaviside et pour le cas b)

2
Ty

I =
ke

(t" —t) sinfke(t — t')] . (10.44)

Pour effectuer I'intégration sur d*k dans (10.41), nous utilisons les coordonnées sphériques
en plagant naturellement I'axe d’intégration Ok, parallele a (r —r’)

/d%eik(r*ﬂ)[(k) = 2 /Oo dk k* /7r dY sind) e*rrleos v ()
0 0

2 o0 . / . /
_ ™ / dk k’](kf) {ezk|r—r| _ ¢~ tklr—r |} ]
0

ijr — 1|

Avec lexpression (10.43) et en tenant compte du fait que l'intégrant pair permet d’étendre
I'intégration sur tout l'intervalle —oo < k < +00, on obtient finalement

2 N oo
/d3k e (k) — 27 9(757'75)/ dk {_eik[c(t/ft)ﬂrfr/ﬂ _ piklet —t)+e—r]
r—1ri|c 0

teikle(t=)—=lr=r']] e—ik[c(t/—t)—|r—r’|]}

2m20(t —t') [Hoo (bt ) N :
_ W / du [l =Iexld . giule—ty+ir—r/d]

43 Ir —r'| )
_ _h—ﬂkﬂ< o t-1)) (10.45)

o nous avons utilisé la propriété (10.34) de la distribution de Dirac en ne retenant que
les arguments qui peuvent s’annuler pour ¢ —t' > 0 comme 1’exige la fonction 0(t —t'). Le
cas b) découle immédiatement. 11 suffit de remplacer ¢ — ' par ¢’ — ¢.
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