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1 Einleitung

Im Jahr 1935 haben Albert Einstein, Boris Podolsky und Nathan Rosen einen Artikel im Phy-
sical Review veroffentlicht unter folgendem Namen: ,,Can Quantum-Mechnical Description
of Physcal Reality Be Considered Complete?‘ In diesem kommen sie zu dem Schluss ,,[...]
that the wave function does not provide a complete description of the physical reality|...]",
sprich, die Quantenmechanik ist nicht komplett.

Zweil entscheidende Grundannahmen der Autoren sind:

1.) Einstein-Realitiit Physikalische GroBen, deren Werte sich vor einer Messung prinzipiell
und ohne das System zu storen voraussagen lassen, miissen als physikalische Eigenschaften
eines Systems in einer vollstindigen Theorie enthalten sein.

2.) Einstein-Lokalitiit Riumlich getrennte und nicht wechselwirkende Systeme [ und II haben
keinen Einfluss aufeinander, die Physik kann lokal beschrieben werden. Insbesondere iibt sich
eine Messung in I nicht auf die Eigenschaften von II aus.

Die Argumentation der Autoren beginnt mit der Betrachtung zweier Operatoren A und B,
welche nicht kommutieren,

[A,B] # 0. (D

Da die gleichzeitige Kenntnis beider Observablenmesswerte laut Quantentheorie nicht mog-
lich ist, lasst sich schlieBen, dass nur eine folgender Aussagen wahr sein kann.

(1) Keine gleichzeitige Realitit der Messgrof3en von A und B

oder
(2)  Unzureichende Beschreibung der Realitit durch die Quantenmechanik

Die nachfolgende Argumentation beruht nun auf zwei physikalischen Teilchen [ und II, welche
fiir eine gewisse Zeit miteinander wechselwirkten. Ihr gemeinsamer Zustand nach der Wech-
selwirkung kann, sofern die beiden Einzelzustinde vor dem Wechselwirken bekannt waren,
durch eine gemeinsame Wellenfunktion beschrieben werden:

s

W(xr,x2) = ) @(x2)us(xy)

s=1

Hierbei sind u(x;) die Eigenzustdnde eines Operators, der auf System 1 wirkt. Die Auto-
ren zeigen nun, wie in untenstehender Abbildung angedeutet ist, das Folgendes: Wendet man
auf System I den Orts- (Impuls-) Operator an, so fillt das das zweite System in einen Orts-
(Impuls-) Eigenzustand.

Damit liegen Orts- und Impulszustand nach der jeweiligen Messung in System I auch in Sys-
tem II als scharfe Werte fest. Da aber nach der Einstein-Lokalitdt eine Messung in I nichts an
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IT gedndert hat, mussten die Gréen Ort und Impuls schon vor der Messung festliegen. Denn
sie lassen sich voraussagen, bevor man eine Messung durchfiihrt ohne das System zu storen.
Diese Erkenntnis allerdings stellt eine widerspriichliche Aussage zur Quantenmechanik dar,
nach welcher Gleichung (1) so interpretiert wird, dass die Messgroflen zu A und B gerade nicht
gleichzeit existieren.

Es scheint nun der Fall zu sein, dass die Quantenmechanik tatséichlich nicht vollstdndig ist.
Moglicherweise lidsst sich die Welt auch nicht-quantentheoretisch, also klassisch beschreiben,
nach den Prinzipien (1) und (2), wie sie zu Beginn genannt wurden. Da Einstein und Kollegen
aber keine Alternativtheorie vorgeschlagen haben, sondern die Existenz lediglich vermuten,
sollen in dieser Arbeit sogenannte lokal-realistische Theorien aufgestellt und falsifiziert wer-
den. Daraus erhalten wir dann eine neue Beschreibung der Verschrinkung.

2 Ein EPR-Experiment

Da wir jetzt wissen, wo der Ursprung dieser Uberlegung, die Welt klassisch zu beschreiben,
liegt, betrachten wir jetzt ein EPR-Experiment. Es werden an einem Ort paarweise verschriank-
te Photonen erzeugt, welche in entgegengesetzte Richtungen entlang der z-Achse fliegen.
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Abbildung 1: Schema der Photonenmessung



Diese seien im rotationssymmetrischen Bell-Zustand:
1
B :—<)f\,x3 vy B>,
94%) = 7 (I )+ 14 57)
dabei sind |x) und |y) die jeweilige lineare Polarisation in x- und y-Richtung.

An den Orten A und B, wie im Bild oben zu sehen ist, werden die
Polarisationen der Photonen gemessen. Dabei ist die x*-Achse um
einen Winkel « zur x-Achse gedreht, x® um B gedreht. Gleiches gilt
fiir die y*- sowie die yB-Achse. Den Messungen werden nun Ergeb-
nisse =1 zugeordnet, +1 beispielsweise fiir die x-Polarisation:

Polarisation | x* y* xf F
Messwert | +1 -1 +1 -1

Uns interessiert jetzt die Korrelation der beiden Ergebnisse. Dazu bestimmen wir zunéchst die
Wahrscheinlichkeit, bezeichnet mit P, zwei bestimmte Ergebnisse zu erhalten. P, _ ist zum
Beispiel die Wahrscheinlichkeit, x4 bei A und yg bei B zu messen, sie berechnet sich wie
folgt:

B (AP |8 = 1 -cos’(B — )
sin?(B — )

Pri=P_ = (

1
2
Bei der Berechnung wurden die linearen Polarisationen benutzt, welche sich senkrecht zuein-
ander in Abhingigkeit eines Winkels darstellen lassen:

) = cosalx)+sinaly),
') = —sinalx)+cosaly).

Nun suchen wir eine bessere Vergleichsgrofle der Messergebnisse, welche in Abhédngigkeit
der eingstellten Winkel bei A und bei B auftreten. Der Korrelationskoeffizient €94 ist der
Erwartungswert der beiden folgenden Observablen-Operatoren, welche die Eigenwerte +1
und —1 haben:

EY = ) =) 0
EP = 5P =% 07

Damit lidsst sich €9 berechnen:

gqu — <EA®EB>
Piy+P _—P_ —P 4
= cos2(f—a)



An dieser Stelle tritt der rotationssymmetrische Charakter des Bell-Zustandes noch einmal
zutage, da der Korrelationskoeffizient (wie auch die Wahrscheinlichkeiten P, u.s.w.) nur von
der Differenz der eingestellten Winkel abhéngt. Aulerdem sieht man bei gleichen Winkeln «,
B, also bei parallelen Achsen x4, xp eine vollstindige Korrelation der Ergebnisse. Dies ist
wegen des Faktors 2 auch de Fall, wenn die Winkel um 180° verdreht sind. Dies ist sehr
anschaulich, da die Achsen dann antiparallel zueinander stehen.

3 Aufstellung und Widerlegung klassischer Theorien

Um einen Einblick zu geben, wie Albert Einstein schon 9 Jahre vor seiner Veroffentlichung
des EPR-Papers iiber die Welt der Quanten gedacht hat, sei hier ein Zitat des groBen Denkers
gezeigt.

Einstein schreibt an Born 1926:

,Die Quantenmechanik ist sehr achtung-gebietend. Aber eine innere Stimme sagt mir,
dass das noch nicht der wahre Jakob ist. [...] Jedenfalls bin ich iiberzeugt, dass der
[Gott] nicht wiirfelt.* [Bi]

Abbildung 2: Einstein in Kalifornien, Februar 1933 [Bi]



3.1 Riuckfuhrung auf klassische Betrachtung

Die Messungen im dargestellten Experiment sind unabhingig davon, welche Entfernung A
und welche B vom Ursprung der Photonen haben. Sie konnen unterschiedlich grof sein; na-
tirlich nur, wenn sich die Photonen in beide Richtungen ungehindert fortpflanzen kénnen,
also im Vakuum propagieren. AuBlerdem spielt die Reihenfolge der Messungen keine Rolle,
und man weil} bei der besten Korrelation, also bei o = 3, dass das Ergebnis einer B-Messung
gleich dem Ergebnis einer A-Messung ist. Misst man in diesem Fall also in A beispielsweise
die x4-Richtung, so weill man sofort, dass in B die xz-Richtung gemessen wird.

Man stelle sich folgendes klassische Beispiel vor. Zwei Schuhkartons stehen auf einem Tisch,
welche entweder jeweils einen linken oder je einen rechten Schuh enthalten. Jemand hat also
zwei linke oder zwei rechte Schuhe in die Kartons gelegt. Nun tragen zwei Versuchspersonen,
die gleich viel wissen wie wir, die Kartons von dem Tisch in entgegengesetzte Richtungen
weg. Misst eine der Personen den Schuh, sprich, sie schaut in den Karton, und findet einen
linken Schuh, so weif} sie, dass der andere auch einen linken findet. Entsprechendes lésst sich
iber die andere Person sagen, beziehungsweise iiber einen entdeckten rechten Schuh. Wieder
haben Reihenfolge und Abstand der Messungen keinen Einfluss auf das Ergebnis.

Die Analogie der Beispiele dringt folglich die Frage auf, ob sich der gesamte Prozess der
Photonenmessung nicht auch klassisch beschreiben lisst.

3.2 Lokaler Realismus

Wie bereits gesagt glaubten die Autoren Einstein, Podolsky und Rosen nicht an die vollsténdi-
ge Beschreibung der Realitiit durch die Quantenmechanik. Mit den Konzepten der Einstein-
Realitit und Einstein-Lokalitiat wurde bewiesen, dass dies scheinbar nicht der Fall ist. Des-
halb wird jetzt der Versuch unternommen, eine stochastische lokal-realistische Theorie aufzu-
stellen, welche moglichst allgemein gehalten wird und den beiden gerade genannten Grund-
annahmen geniigt. Hierzu ist es manchmal hilfreich, sich ein klassisches Beispiel, etwa das
genannte mit den Schuhkartons, vorzustellen.

Dazu fiihren wir zunichst einen Satz von Parametern A mit einer Wahrscheinlichkeitsdich-
te p(A) ein. A beschreibt die in diesem Zusammenhang bekannten verborgenen Parameter,
welche im Fall der Schuhe zum Beispiel die Information enthalten, ob sich linke oder rechte
Schuhe im Karton befinden. Erinnern wir uns an die quantenmechanische Messung der Polari-
sation in A und B, so fillt uns ein, dass die Messergebnisse mit den Zahlen £1 in Verbindung
gebracht wurden. Dabei trat eine projektive Messung statt, bei welcher der vorherige Zustand
verdndert wurde. Im klassischen Fall liegen die Werte bereits vor Messung fest, ebenso genau
wie der Schuh, welcher schon vor dem Nachschauen ein rechter Schuh war. Die zugehorige
Funktion in Abhéngigkeit des Ortes (A oder B) und des Winkels (hier mit 6 bezeichnet) kann



wieder die Werte £=1 haben, sie lautet:
+1 +1
sien={ ) . shen={ 7] | @

Vergleiche zu Quantenmechanischen Ergebnissen erfordern den klassischen Korrelationsko-
effzienten, welcher iiber Spurbildung des Produktes S* (6;)S%(6,) berechnet wird.

Forderuné bei 6,=6, 1 3)

(61,62) = [ p(2)Sk(681)S}(62)dA
Die Forderung eX! (6,0) = 1 entstammt der gut bestitigten Tatsache, dass bei gleichen Win-
keln wirklich beste Korrelation der Ergebnisse vorliegt. Aus der Forderung und aus der Tatsa-
che, dass p(14) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist ([ p(A)dA =1, p(A) > 0), ldsst sich nun

schlieBen:
S5(0) = S5(6) =: 5*(0)

Wir stellen uns nun drei Messungen mit folgenden Winkelpaaren vor: (0, 6,),(6,03),(6;,653).
Dabei wird ein Winkel jeweils fiir den Ort A, und der andere fiir B gewihlt. Nun schauen wir
uns einmal folgenden Term etwas genauer an:

4 (61)S*(62) — $*(61)8 (63) = S*(61)5*(62) [1 — ™ (6,)S(63)]..

(& J

-

=41 >0

Integrieren liefert
‘ / p(A)[S*(61)S™(62) _51(91)51(93)]611‘
= | [ P15 @05  Bl1 - S0 (0102,

< [p(a)I[1 =5* (625" (8x)]da| = 1~ [ p(2)S*(82)S*(B:)d.

[

>0

Daraus folgt die Bellsche Ungleichung:

— | |e"(6,,6,) — X (6),63)| < 1 —€"(6,,65)

Ergebnisse gewisser quantenmechanischer Korrelationskoeffizienten, also zu bestimmten zu-
gehorigen Winkeln, verletzen die gerade berechnete Ungleichung. Bei 6; = 60°, &, = 120°
und &3 = 180° ergibt sich beispielsweise

| =



Allerdings lisst sich feststellen: Experimente bestitigen die Ergebnisse der Quantentheorie!

3.3 Greenberger, Horne und Zeilinger

Jetzt schauen wir uns ein System an, in welchem drei Spins miteinander verschrinkt sind. Sie
befinden sich im GHZ-Zustand, welcher nach den Urhebern Greenberger, Horne und Zeilinger
benannt ist:
ABC B nC A 1B
[P = f(\O?,OZ J00) +[12,12,19))
Dabei wollen wir bei den Spinobjekten die x- und die y-Komponente messen, an den Orten A,
B und C.

A

Die zugehdrigen Messwerte fiir oy, GyB und o¢ sind s’;‘, 5 , s¢ haben die Messergebnisse

+1 und —1. Um allerdings etwas iiber die Ausginge solcher Messungen aussagen zu konnen,
schreiben wir W(ABC) als Summe von Eigenvektoren der Pauli-Operatoren oy ,:

1
%) = (10§, 15/,00) +[17,05/,00) 407,07, 15) + 17,17, 15))

Weil sich nun in jedem Summanden eine ungerade Anzahl von |1)-Zustinden befindet, erkennt
man, dass das Produkt der Messergebnisse als Ergebnis immer —1 hat. Da die Orte natiirlich
beliebig benannt beziehungsweise vertauscht werden konnen, kann man schreiben:

sishs
sAs
ShsDs

4)

xmemww
‘<Q‘<Q *Q

Auf dem gleichen Weg wie gerade beschrieben also durch Schreiben des Zustandes als Sum-
me von Eigenvektoren von 6,62 und ¢¢, kann man den Ergebnissen einer xxx-Messung
folgende Relation zuordnen:

sps8sC = +1 5)

Nun soll auch dieser Versuch einmal klassisch, also aus Sicht des lokalen Realismus, gedeutet
werden. Das Vorliegen der Spinwerte vor der Messung erlaubt uns zu sagen, dass die Werte fiir
sy und s, in den Gleichungen (4) alle dieselben sind. Dies hingt damit zusammen, dass egal
wo welche Polarisation gemessen wird, die Messungen (klassisch gesehen) keinen Einfluss
aufeinander haben.

Es gilt also nun:

siysy = shsB =G0 = 1.

y

Dann kann man aus derselben Gleichung alle Produkte miteinander multiplizieren, wobei eine



—1 als Ergebnis herauskommt. Jetzt folgt:

s’;\sfsf : s?sfsg-s;xsfsyc = sfsfsf =-1

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zu Gleichung (5). Doch auch hier lisst sich die Quan-
tentheorie durch experimentelle Ergebnisse sehr gut bestédtigen!

4 Neues Verschrankungsmerkmal

4.1 CHSH-Ungleichung

Kommen wir nun noch einmal auf die Messung der Photonen zuriick, welche im zweiten
Kapitel eingefiihrt wurde.

Es soll hier eine weitere Photonenmessung angeschaut werden, mit je zwei
Winkeln an jedem Ort. Bei A wird also mit den Winkeln ; und o, gemes-
sen, bei B mit B; und ;. In dieser Konstellation eriibrigt sich die Bedin-
gung, welche wir in Gleichung (3) benutzt haben. Auch hier wollen wir
wieder eine klassische Messung haben und gehen damit von einer lokal-
realistischen Anschauung aus. Wir benutzen deshalb die schon frither in
Gleichung (2) eingefiihrte klassische Messwertfunktion S*, die vom eingestellten Winkel ab-
hiangt. Erneut kann man eine Gleichung aufstellen, welche eine interessante Ungleichung zur
Folge hat:

k() [SE(B1) +S5(B2)] +SA () - [SE(B1) — SE(B2)] = U

- 7 - 7

~~ ~~
0 +2
+2 0

Da in beiden Fillen das Ergebnis der eckigen Klammern mit £1 multipliziert wird, ldsst sich
der Betrag der Gleichung angeben:
U==2.

Der Betrag des klassischen Mittelwertes von U lésst sich damit berechnen:

‘/pUd),‘ §/|pU|dl:2/pd7L:2

Durch Ausmultiplizieren der Terme in U und Einsetzen in die gerade gewonnene Ungleichung
ergiebt sich die CHSH-Ungleichung

¥ (00, B1) + €M (02, Bo) + €M (a1, Br) — € (01, B) | < 2

Diese Ungleichung hilft uns im Folgenden, quantenmechanische Verschrinkung etwas besser
zu verstehen.



4.2 Separable Quantengemische und Verschrankung

Man erinnert sich daran, dass nicht verschrinkte Geschmische von 2-Teilchen-Zustinden
durch einen Dichteoperator pA8 beschrieben werden konnen.

Dabei gelten 0 < A; < 1, sowie ¥; A; = 1. Damit kann der quantentheoretische Korrelations-
koeffizient durch Spurbildung berechnet werden:

pY = Y aplwp!

= EAB = erB(pABEAEB) = Z)L,'(l‘rApAEA)(ZI”BpBEB)

i

Man kann zeigen, dass nicht verschrinkte Gemische die CHSH-Ungleichung erfiillen. Eine
Regel, die daraus ableitbar ist, konnte wie folgt lauten:

Zustand nicht verschrinkt < Zustand klassisch beschreibbar
Etwas allgemeiner gilt auch das Folgende. Fiir verschrinkte Zustinde ldsst sich immer eine

klassische Ungleichung finden, die nicht erfiillt ist.

Die neu gewonnene Erkenntnis dieses Kapitels besteht also darin, dass sich Verschrinkung
bei physikalischen Systemen gegen eine komplette klassische Beschreibung wehrt.
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