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1 Überblick

Projektionsmessungen, wie sie aus der
grundlegenden Quantenmechanik bekannt
sind, sind nicht die einzigen mögli-
chen Quantenmessungen. Tatsächlich sto-
ßen Projektionsmessungen bei einigen An-
wendungen an ihre Grenzen, weil sie den ge-
gebenen Quantenzustand stark verändern,
indem sie ihn in einen Eigenzustand der
zu den Projektoren gehörenden Observa-
blen überführen. Verallgemeinerte Messun-
gen können an die gegebene Aufgabenstel-
lung angepasst werden; es kann kontrol-
liert werden, wie stark die Messung den
Zustand beeinflusst. Projektionsmessungen
sind ein Grenzfall verallgemeinerter Mes-
sungen, genau wie maximal unscharfe Mes-
sungen, bei denen der Zustand gar nicht
verändert wird, man allerdings auch kei-
ne Erkentnisse über das System gewinnt.
POVM ist eine abstraktere Form der Mes-

sung und beinhaltet verallgemeinerte und
somit auch Projektionsmessungen. POVM
ist bei Fragestellungen nützlich, bei denen
man sich nicht mit der konkreten Reali-
sierung der Messung beschäftigen möchte,
sondern nur mit den möglichen Messergeb-
nissen und deren Wahrscheinlichkeiten.

2 Motivation

Betrachten wir beispielsweise Rabi-
Oszillationen: Wenn man ein zwei-Niveau-
System von außen mit einer periodischen
Kraft (z.B. mit elektromagnetischer
Strahlung) anregt, so erhält man eine
zeitabhängige Superposition aus beiden
Zuständen:

|ψ(t)〉 = c0(t)|0〉+ c1(t)|1〉 . (1)
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Abbildung 1: Computersimulation einer Messung von Rabi-Oszillationen. Blau: Messung
von |c1(t)|2, grün: entrauschte Messung, rot: tatsächliche Zustandsentwick-
lung von |c1(t)|2 (unter Berücksichtigung des Einflusses der Messung).

Aus [2].

Wenn man mittels Projektionsmessungen
den zeitlichen Verlauf von c0(t) bzw.1

c1(t) beobachten möchte, so ist das nicht
möglich, da eine Projektionsmessung dazu
führt, dass sich das System in einen Eigen-
zustand der betreffenden Observablen über-
führt wird:

|ψ〉 → |0〉 oder |ψ〉 → |1〉 . (2)

Verallgemeinerte Messungen hingegen ge-
statten einen Einblick in die Dynamik die-
ses und anderer Systeme, da hier die Aus-
wirkung auf den Zustand im allgemeinen
weniger stark ist als bei Projektionsmes-
sungen. Ein Beispiel für eine solche Mes-
sung (als Computersimulation) ist Abbil-

1Über die Normiertheit des Zustands hängen bei-
de zusammen; wenn eines bekannt ist, kann das
andere errechnet werden

dung 1. Hierbei ist der Einfluss der Mes-
sung auf den Zustand schon berücksichtigt;
die ungemessene Zustandsentwicklung wäre
∼ sin2 t. Wie man sieht entspricht der Zu-
stand relativ gut dem ungemessenen Fall,
wenngleich er durch die Messung leicht ver-
ändert wird. Die grüne Kurve gibt ebenfalls
relativ gut aber nicht perfekt die Zustand-
sentwicklung wieder.

3 Verallgemeinerte
Messungen

3.1 Das ideale
Stern-Gerlach-Experiment

Abbildung 2 zeigt den prinzipiellen Aufbau
des Stern-Gerlach-Experiments. Der Ofen
sendet einen Strahl aus Silberatomen aus,
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Abbildung 2: Aufbau des Stern-Gerlach-Experiments. Aus [1]

der dann durch das inhomogene Magnet-
feld läuft. Silber besitzt ein Elektron in
der 4s-Schale und ansonsten nur volle (und
leere) Schalen. Da weder volle noch leere
Schalen ein resultierendes Bahn- oder Spin-
moment aufweisen und s-Elektronen keinen
Drehimpuls besitzen, wechselwirkt lediglich
das Spinmoment des 4s-Elektrons mit dem
inhomogenen Magnetfeld. Dadurch werden
die Silberatome je nach Elektronenspinmo-
ment nach oben oder unten abgelenkt. Das
Magnetfeld ist hier so gewählt, dass Spin-
up-Atome (Zustand | ↑〉) nach oben und
Spin-down-Atome (Zustand |↓〉) nach un-
ten abgelenkt werden. Die abgelenkten Ato-
me werden im traditionellen Stern-Gerlach-
Experiment nachgewiesen, indem man eine
Glasplatte als Schirm hinter das Magnetfeld
stellt. Bei unseren Überlegungen ist es sinn-
voller, zwei zerstörungsfreie Detektoren zu
verwenden, damit sich die Silberatome nach
der Messung in einem sinnvollen Quanten-
zustand befinden (und nicht an einer Glasp-

latte kleben). Wir wollen dieses Experiment
mit Spinraum HS2 mit der Orthonomalen-
basis (ONB) {|↑〉, |↓〉} und mit dem Bahn-
raum HB2 mit ONB {|+〉, |−〉} beschrei-
ben. Die Zustände |+〉 und |−〉 im Bahn-
raum beschreiben den Fall, dass ein Atom
nach oben (bzw. unten) abgelenkt und mit
dem entsprechenden Detektor nachgewie-
sen wird. Aufgrund der Beschaffenheit des
Magnetfelds liegen folgende Korrelationen
vor: |↑〉=̂|+〉 und |↓〉=̂|−〉.
Vor der Messung durch die beiden Dete-

koren liegt im Spinraum folgender Super-
positionszustand vor:

|φ〉 = c↑|↑〉 + c↓|↓〉 ∈ HS2 . (3)

Durch das Magnetfeld werden Spin- und
Bahnzustände verschränkt; dies wird durch
eine unitäre Transformation beschrieben:

|χ〉 unitär→ |χ′〉 = c↑|↑〉|+〉 + c↓|↓〉|−〉 (4)

∈ HS2 ⊗HB2 .
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Dies ist also der Zustand nach dem Ma-
gnetfeld und vor den Detektoren. Es han-
delt sich um den Gesamtzustand aus beiden
Hilberträumen, also um einen Zustand aus
dem Produktraum HS2 ⊗HB2 . Man beachte
die Korrelation zwischen |↑〉 und |+〉 bzw.
| ↓〉 und |−〉. Falls der obere Detektor auf
diesen Zustand anspricht, wird:

|φ〉 → |↑〉 . (5)

Die Wahrscheinlichkeit dafür ist:

p+ = |c↑|2 = 〈φ|P+|φ〉 (6)
mit P+ ≡ |↑〉〈↑| . (7)

P+ ist der Projektionsoperator zum Zu-
stand |↑〉. Analoge Überlegungen gelten na-
türlich für den Fall, dass der untere De-
tektor anspricht. Wir haben mit den bei-
den Detektoren im Bahnraum HB2 projek-
tiv gemessen. Wie man leicht anhand der
Gleichungen (5)–(7) erkennt, hat das auf
eine Projektionmessung im Spinraum HS2
geführt!

3.2 Das nicht-ideale
Stern-Gerlach-Experiment

Falls die räumliche Trennung durch das Ma-
gnetfeld nicht ideal ausfällt, spricht der (+)-
Detektor mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit p0 auch auf | ↓〉-Zustände an und
der (−)-Detektor ebenfalls mit Wahrschein-
lichkeit p0 auf |↓〉-Zustände (d.h. die Atome
können sozusagen in den falschen Detek-
tor gelangen). Für den Fall, dass der (+)-
Detektor anspricht, liegt also immernoch ei-
ne Superposition vor:

|χ〉 →
[√

1− p0c↑|↑〉 +
√
p0c↓|↓〉

]
· |+〉 .

(8)

Abbildung 3: Ansprechverhalten der bei-
den Detektoren im nicht-

idealen Fall. Aus [1]

Analoges gilt für den Fall, dass der ande-
re Detektor anspricht. Daher muss der Ge-
samtzustand vor der Messung folgenderma-
ßen aussehen:

|χ′〉 =
[√

1− p0c↑|↑〉 +
√
p0c↓|↓〉

]
· |+〉

+
[√

p0c↑|↑〉 +
√

1− p0c↓|↓〉
]
|−〉 .
(9)

Eine verallgemeinerte Messung wird nun
durch sogenannte Messoperatoren beschrie-
ben. In diesem Fall gibt es einen für das
Messergebnis „+“ und eine für „−“:

M+ ≡
√

1− p0|↑〉〈↑|+
√
p0|↓〉〈↓| (10)

M− ≡
√
p0|↑〉〈↑|+

√
1− p0|↓〉〈↓| . (11)

Diese Messoperatorn werden auch Krauss-
Operatoren genannt. Sie erfüllen die Voll-
ständigkeitsrelation:

M †+M+ +M †−M− = 1 . (12)
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Die Messoperatoren sind so definiert, dass
man mit ihnen auf elegante Weise die Mes-
sung im Spinsystem HS2 beschreiben kann:
Für den Fall, dass der Detektor (+) an-
spricht, gilt für die Zustandsänderung und
die Wahrscheinlichkeit für diesen Fall:

|φ〉 → |φ+〉 =
[√

1− p0c↑|↑〉+
√
p0c↓|↓〉

]
·Norm−1 (13)

= M+|φ〉 ·Norm−1 (14)

p+ = (1− p0)|c↑|2 + p0|c↓|2 (15)

= 〈φ|M †+M+|φ〉 . (16)

Analoges gilt wieder für den (−)-Detektor.
Betrachten wir zwei Extremfälle: wenn p0 =
0 ist, liegt wieder der ideale Fall vor. Der
Gesamtzustand (9) wird dann zum Ge-
samtzustand beim idealen Experiment (4),
die Messwahrscheinlichkeit (15) veinfacht
sich zu (6) und die Messoperatoren (10)
und (11) werden zu Projektoren. Es liegt
also wieder eine projektive Messung am
Spinraum vor. Der andere Extremfall ist
p0 = 1

2 : Hier verändert sich der Zustand
im Spinraum durch die Messung nicht (vgl.
Gleichung (9)), die Messoperatoren wer-
den identisch und die Messwahrscheinlich-
keiten sind folglich nicht mehr mit dem Zu-
stand im Spinraum verknüpft. Der Gesamt-
zustand vor der Messung ist ein Produkt-
zustand und somit nicht mehr verschränkt.
Diesen Fall nennt man maximal unschar-
fe Messung. In beiden Extremfällen wurde
projektiv in HB2 gemessen, dennoch sind die
Auswirkungen auf das SystemHS2 völlig un-
terschiedlich!

3.3 Verallgemeinerte Messpostulate

• Jede verallgemeinerte Messung wird
durch lineare Messoperatoren (sog.

Krauss-Operatoren) beschrieben. Zu
jedem möglichen Messwert m existiert
genau ein Messoperator Mm. Bei der
Messung gilt für den Zustand im zu
messenden System (vorhin: Spinsys-
tem HS2 ):

|ψ〉 → |ψ′m〉 =
Mm|ψ〉√

〈ψ|M †mMm|ψ〉
.

(17)

• Die Wahrscheinlichkeit für das Mess-
ergebnis m und somit für den Endzu-
stand |ψm〉 ist

p(m) = 〈ψ|M †mMm|ψ〉 . (18)

• Die Messoperatoren Mm müssen die
Vollständigkeitsrelation erfüllen, damit
die Messung physikalisch sinnvoll ist,
insbesondere damit die Wahrschein-
lichkeit, überhaupt einen Messwert bei
der Messung zu erhalten, eins ergibt.∑

m

p(m)
Forderung

= 1 (19)

⇒
∑
m

M †mMm = 1 (20)

Merke: Die Messoperatoren Mm müssen
keine hermiteschen Operatoren sein! Ihre
Anzahl kann die Dimension des betrach-
teten Hilbert-Raums übersteigen. Mm sind
im Allgemeinen keine Observablenoperato-
ren! Eine wichtige Ausnahme sind projek-
tive Messung, wo die Messoperatoren wie
eben gesehen zu Projektoren werden und
somit Observablen zugeordnet sind. Man
kann diese Postulate auch auf Dichteope-
ratoren verallgemeinern:

ρ→ ρ′m = MmρM
†
m (21)

p(m) = tr[M †mMmρ] = tr[ρm] . (22)
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Projektionsmessung verallgemeinerte Messung
(scharfe Messung) (schwache Messung)

Observable keine Observable A (i.A.)
A =

∑
mm|ψm〉〈ψm|

Projektoren Pm = |ψm〉〈ψm| Messoperatoren Mm

p(m) = |〈ψm|ψ〉|2 p(m) = 〈ψ|M †mMm|ψ〉
= 〈ψ|Pm|ψ〉

Tabelle 1: Vergleich zwischen verallgemeinerten und Projektionsmessungen.

Und für nicht-selektive Messungen:

ρ→ ρ′ =
∑
m

MmρM
†
m (23)

In Tabelle 1 sind die wichtigsten Un-
terschiede zwischen verallgemeinerten und
Projektionsmessungen dargestellt.

3.4 Minimale Messungen

Man kann beweisen, dass für jeden linearen
Operator (also auch für jeden Messopera-
tor) folgende polare Zerlegung existiert:

Mm = Um
√
Em mit Em ≡M †mMm .

(24)
Die Um sind unitäre Operatoren, die Em
sind linear und positiv und heißen Effekt-
operatoren. Letztere erfüllen∑

m

Em = 1 (25)

und bilden somit ein sog. POVM. Aus (24)
folgt, wenn man beide Seiten auf einen Zu-
stand anwendet:

Mm|ψ〉 = Um
√
Em|ψ〉 (26)

Da unitäre Operatoren spurerhaltend sind,
ist für Wahrscheinlichkeit des Messwerts m
nur Em von Bedeutung:

p(m) = tr[M †mMmρ] = tr[Emρ] . (27)

Um beeinflusst nur den Zustand |ψm〉 nach
der Messung. Dieser Einfluss verschwindet,
wenn Um = 1 wird. Diesen Fall nennt man
minimale Messung, da der Einfluss der Mes-
sung auf den Zustand minimal wird. Er ver-
schwindet nicht komplett, da

√
Em eben-

falls den Zustand beeinflusst und auch im
Fall einer minimalen Messung i.A. nicht zur
Identität 1 wird.

3.5 Realisierung einer
verallgemeinerten Messung
durch unitäre Transformation
und Projektion

Behauptung: Jede verallgemeinerte Mes-
sung an einem System HA kann realisiert
werden, indem man auf HA⊗HB eine uni-
täre Transformation durchführt und an HB
projektiv misst. HB ist ein Hilfssystem.
Dass diese Vorgehensweise möglich ist,

haben wir bereits beim nicht-idealen Stern-
Gerlach-Experiment gesehen. HA war dort
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der Spinraum, HB war der Bahnraum. Um
die Behauptung zu belegen definieren wir
den linearer Operator ÛAB auf einem Un-
terraum HC ⊂ HA ⊗HB mittels

ÛAB|φA, 0B〉 =
∑
m

MA
m|φA〉⊗|mB〉 . (28)

{|mB〉} ist eine Orthonormalenbasis in HB,
|0B〉 ein beliebiger, fester Zustand in HB.
Man kann beweisen, dass eine unitäre Er-
weiterung UAB von ÛAB existiert, die auf
ganz HA ⊗HB definiert ist. Das bedeutet,
dass UAB physikalisch sinnvoll ist (also mit
einem Hamilton-Operator als unitäre zeit-
liche Entwicklung realisiert werden kann).
UAB wirkt auf HC genauso wie ÛAB. Wir
schauen uns nun an, was passiert, wenn wir
eine eine projektive Messung in HB mit
dem zugehörigen Projektionsoperator

PBm ≡ 1
A ⊗ |mB〉〈mB| (29)

durchführen. Dieser ist zwar auf dem Pro-
duktraum definiert, wirkt aber nur im Hil-
bertraum HB nicht-trivial. Der Zustand
nach dieser Messung ist

PBmU
AB|φA, 0B〉 · 1

Norm

=
MA
m|φA〉|mB〉√

〈φA|MA†
m MA

m|φA〉
(30)

Die entprechende Wahrscheinlichkeit ist:

p(m) = 〈φA|MA†
m MA

m|φA〉 (31)

Wenn man Gleichung (30) mit dem Postu-
lat der Zustandsentwicklung bei der verall-
gemeinerten Messung (17) vergleicht, stellt
man fest, dass sie identisch sind. Glei-
ches findet man für (31) und dem Postu-
lat für die Messwahrscheinlichkeit (18) Das

bedeutet, dass das beschriebene Verfahren
auf eine verallgemeinerte Messung geführt
hat. Da wir keinerlei Anforderungen an die
Messoperatoren gestellt haben, ist gezeigt,
dass man jede verallgemeinerte Messung
auf diese Weise realisieren kann.

4 POVM

4.1 Grundlegendes

Definition: POVM steht für positiv-
operatorwertiges Maß (Positive Operator
Valued Measure). Eine Familie {Em}m aus
linearen, positiven Operatoren heißt POVM
genau dann, wenn∑

m

Em = 1 . (32)

Es handelt sich also um eine Zerlegung
der Identität 1. Den Operatoren Em sind
Messwerte m zugeordnet. Die Wahrschein-
lichkeiten für diese Messwerte sind:

p(m) = 〈ψ|Em|ψ〉 (33)
bzw.: p(m) = tr[ρEm] (34)

somit:
∑
m

p(m) = 1 . (35)

Man spricht dann von einer POVM-
Messung. Anhand der Gleichung

Em = M †mMm (36)

erkennt man, dass jede verallgemeinerte
Messung eine POVM ist, d.h. dass jede ver-
allgemeinerte Messung die obige Definiti-
on erfüllt. Da jede Projektionsmessung eine
verallgemeinerte Messung ist, sind Projek-
tionsmessungen ebenfalls ein Spezialfall von
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POVM-Messungen. Für die Effektoperato-
ren gilt dann:

Em = Pm . (37)

In diesem Fall nennt man die Em ein
projektionswertiges Maß (PVM). POVM-
Messungen sind abstrakter als verallgemei-
nerte Messung, da man sich nur mit den
möglichen Messwerten und deren Wahr-
scheinlichkeiten auseinander setzt. Es ist
im Gegensatz zu verallgemeinerten Mes-
sungen nicht notwendig, Messoperatoren
Mm anzugeben. Falls man jedoch z.B.
zur experimentellen Realisierung zu einem
POVM entsprechende Messoperatoren be-
nötigt, kann man diese folgendermaßen
wählen:

Mm =
√
Em . (38)

4.2 Sichere Unterscheidbarkeit
zweier Zustände mittels POVM

Bei Projektionsmessungen ist (z.B. aus dem
integrierten Kurs) bekannt, dass man da-
mit zwei nicht-orthogonale Zustände nicht
sicher voneinander unterscheiden kann. Es
stellt sich die Frage, ob es sich bei POVM
genauso verhält oder ob die Unterscheid-
barkeit hier doch gegeben ist (das wäre
unvorteilhaft für Quantenverschlüsselungs-
algorithmen). Um diese Frage zu klären,
versuchen wir herauszufinden, ob sich das
gegebene Quantensystem im Zustand |χ〉
befindet. Dazu benutzen wir ein POVM
{Em}m. Wir definieren das Messergebnis
m0 folgendermaßen: m0 tritt genau dann
ein, wenn das System im Zustand |χ〉 ist.
Daher muss für den zugehörigen Effektope-

rator Em0 folgendes gelten:

pχ(m0) = 〈χ|Em0 |χ〉
!= 1
(39)

∀|θ〉 6= |χ〉 : pθ(m0) = 〈θ|Em0 |θ〉
!= 0 .
(40)

Wir beweisen, dass für beliebige E aus ei-
nem POVM folgende Lemmata gelten:

〈φ|E|φ〉 = 1 ⇔ E|φ〉 = |φ〉 (41)
〈φ|E|φ〉 = 0 ⇔ E|φ〉 = 0 . (42)

Beweis: Die Folgerungen von der rech-
ten zu linken Seite sind trivial.

„〈φ|E|φ〉 = 1 ?⇒ E|φ〉 = |φ〉

Betrachte die Spektraldarstellung von E:

E =
∑
j

λj |j〉〈j| . (43)

Da E positiv und Teil eines POVM ist,
muss für die Eigenwerte λj gelten:

0 ≤ λj ≤ 1 . (44)

Wende E auf einen Zustand |φ〉 and und
führe Abkürzungen cj ein:

E|φ〉 =
∑
j

λjcj |j〉 (45)

cj ≡ 〈j|φ〉 . (46)

Bilde nun den Erwartungswert

〈φ|E|φ〉 =
∑
j

λj |cj |2 . (47)

Es ist∑
j

|cj |2 =
∑
j

〈φ |j〉〈j|︸ ︷︷ ︸
1

φ〉 = 1 . (48)
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Betrachte nun ein spezielles |φ̃〉 mit der Ei-
genschaft

〈φ̃|E|φ̃〉 =
∑
j

λj |cj |2
!= 1 . (49)

Daraus folgt

∀j : λj = 1 . (50)

Obige Folgerung gilt nicht für diejenigen j,
für die |cj |2 = 0 ist. Das ist jedoch nicht
von Bedeutung, da der entprechende Sum-
mand in (49) dann ohnehin verschwindet.
Man kann also vereinbaren, dass auch diese
λj eins sind, ohne den Wahrheitsgehalt von
(49) zu verändern. Wende nun E auf |φ̃〉 an:

E|φ̃〉 =
∑
j

λi︸︷︷︸
1

|j〉〈j|︸ ︷︷ ︸
1

φ̃〉 = |φ̃〉 . (51)

Man erkennt auch hier, dass aufgrund von
〈j|φ̃〉 = cj diejenigen λj , bei denen |cj |2 = 0
ist und die daher nicht zwingend eins sein
müssen, ohne Bedeutung sind. Damit ist
das erste Lemma (41) bewiesen. Betrachten
wir nun:

„〈φ|E|φ〉 = 1 ?⇒ E|φ〉 = |φ〉“ .

Für ein spezielles |φ̂〉 soll gelten:

〈φ̂|E|φ̂〉 =
∑
j

λj |cj |2
!= 0 . (52)

Daraus folgt:

∀j : λj = 0 . (53)

Das gilt wieder nur für λj , für die cj nicht
verschwindet. Wir erhalten:

E|φ̂〉 =
∑
j

λi︸︷︷︸
0

|j〉〈j|︸ ︷︷ ︸
1

φ̂〉 = 0 . (54)

Damit ist auch das zweite Lemma (42) be-
wiesen.
Offensichtlich trifft das Lemma (41) auf

den Fall (39) zu und Lemma (42) auf Fall
(40) zu. Wir berechnen das Skalarprodukt
des betrachteten Zustands |χ〉 mit einem
beliebigen anderen Zustand |θ〉; dabei ver-
wenden wir beim ersten Gleichheitszeichen
Lemma (41) und beim zweiten Lemma (42):

〈χ|θ〉 = 〈χ|Em0 |θ〉 = 0 . (55)

Man beachte beim ersten Gleichheitszei-
chen, dass Em0 selbstadjungiert ist. Das
Verschwinden des Skalarprodukts bedeu-
tet, dass alle übrigen Vektoren des Hilber-
traums senkrecht zu |χ〉 stehen müssen; das
verstößt gegen die Vektorraumaxiome! Da-
her ist es auch mit POVM nicht möglich,
sicher zwischen zwei nicht-orthogonalen Zu-
ständen zu unterscheiden; die bekannte
Tatsache für Projektionsmessungen ist so-
mit auf POVM verallgemeinert.

4.3 Anwendungsbeispiel:
(unsichere) Unterscheidung
zweier Zustände

Im letzten Abschnitt wurden die Grenzen
von POVM aufgezeigt; in diesem Abschnitt
soll eine Anwendung vorgestellt werden,
die deutlich macht, dass POVM durchaus
nützlich sein kann und Projektionsmessun-
gen in manchen Fällen überlegen ist. Wir
betrachten einen Apparat, der mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit ein Quantenobjekt
in einen der beiden bekannten (i.A. nicht-
orthogonalen) Quantenzustände |1〉 und |2〉
präpariert. Man kann sich hier z.B. ei-
ne Einzel-Photonen-Lichtquelle mit zwei
möglichen Polarisationsrichtungen vorstel-
len. Es soll gemessen werden, in welchem
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Zustand sich das Quantensystem befindet.
Dazu definieren wir uns drei Effektoperato-
ren zu drei möglichen Messergebnissen:

• E1 zu Messwert m1: System sicher in
|1〉 (also sicher nicht in |2〉)

• E2 zu Messwert m2: System sicher in
|2〉 (also sicher nicht in |1〉)

• E3 zu Messwert m3: „keine Ahnung“,
keine Aussage möglich

Die Überlegung, dass sich im Fall m = 1
das System auf keinen Fall in |2〉 befinden
darf und umgekehrt, führt auf die Effekt-
operatoren

E1 = a2(1− |2〉〈2|)
⇒ p|2〉(1) = 〈2|E1|2〉 = 0

E2 = a1(1− |1〉〈1|)
⇒ p|1〉(2) = 〈1|E2|1〉 = 0

E3 = 1− E1 − E2 .

Die Definition von E3 stellt sicher, dass
es sich um ein POVM handelt, d.h. dass
die Summe der Operatoren die Identität
ergibt. Damit in möglichst wenigen Fällen
das Ergebnis „keine Ahnung“ auftritt, ver-
sucht man p(3) = 〈ψ|E3|ψ〉 zu minimieren.
Dies geschieht mittels der Paramter a1, a2.
Wenn man optimale a1,2 verwendet, ergibt
sich die Wahrscheinlichkeit, einen sicheren
Schluss zu ziehen, zu [3]:

1− p(3) = 1− |〈1|2〉| . (56)

Im Gegensatz zu Projektionsmessungen
sind sichere Schlüsse möglich. Das verstößt
nicht gegen den Beweis von vorhin, da man
hier das Ergebnis „keine Ahnung“ erhalten
kann! Sichere Schlüsse sind also möglich,
aber es ist nicht garantiert, dass man tat-
sächlich einen sicheren Schluss erhält.

5 Zusammenfassung

Am Beispiel der Rabi-Oszillationen wur-
de gezeigt, dass man mit verallgemeiner-
ten Messungen die Dynamik eines Quan-
tensystems verfolgen kann, ohne es zu stark
zu stören. Dafür erhält man jedoch we-
niger Information aus der Messung. Man
kann zwischen Beeinflussung des Zustands
und Informationsgehalt der Messung ab-
wägen. (Beim nicht-idealen Stern-Gerlach-
Experiment ist das mit dem Parameter
p0 möglich.) Verallgemeinerte Messungen
kann man realisieren, indem man das zu
messende System mit einem Hilfssystem
verschränkt und an diesem projektiv misst.
POVM stellt eine sehr allgemeine, abstrak-
te Form der Messung dar; es beinhaltet
Projektionsmessungen und verallgemeiner-
te Messungen. POVM ist bei Fragestel-
lungen nützlich, bei denen man sich nicht
mit der konkreten Realisierung der Mes-
sung beschäftigen möchte, sondern nur mit
den möglichen Messergebnissen und deren
Wahrscheinlichkeiten.
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