Schriftliche Ausarbeitung zum Vortrag

Zusammengesetzte Systeme

von Hendrik Flammersberger (580342)

im Rahmen des Seminars

Quanteninformationstheorie

im Sommersemester 2008 an der Universitit Konstanz



Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung
2. Mathematische Grundlagen: Der Produktraum
2.1 Vektoren
2.2 Operatoren
2.3 Reduzierter Dichteoperator und Wahrscheinlichkeiten
2.4 Unitdre Dynamik
3. Kurzer Riick-/Uberblick iiber quantenmechanische Begrifflichkeiten
4. Postulat fiir zusammengesetzte Systeme
5. Messungen
5.1 Messungen an einem Teilsystem
5.1.1 Selektive lokale Messung
5.1.2 Nicht-selektive lokale Messung
5.2 Separate Manipulationen an zwei Teilsystemen
5.2.1 Paare selektiver Messungen
5.2.2 Spukhafte Fernwirkung
6. Anwendungen
6.1 Zaubertrick
6.2 Gatter
7. Zusammenfassung

8. Quellenangaben



1. Einleitung

In dieser schriftlichen Ausarbeitung zu meinem Vortrag werden zusammengesetzte Systeme
behandelt. Zusammengesetzte Systeme setzen sich aus mehreren Teilsystemen zusammen, auf
die — z.B. in Form von Messungen — getrennt zugegriffen werden kann. Beim
Zusammensetzen konnen vollig neue, ganzheitliche Eigenschaften fiir das Gesamtsystem
auftreten.

Dabei werde ich nach einer Einfilhrung der mathematischen Grundlagen zunichst wichtige
quantenmechanische Begriffe niher erlautern, um anschlieBend das zentrale Postulat dieser
Ausarbeitung darzustellen. Mit diesem Postulat als Grundlage werden dann die wichtigen
Konzepte lokaler Messungen behandelt. AbschlieBend werden mit einem ,,Zaubertrick* und
Quantengattern noch zwei Anwendungen dieser Grundlagen présentiert.

2. Mathematische Grundlagen: Der Produktraum

2.1 Vektoren

Aus mehreren Hilbert-Rédumen lasst sich durch das Tensorprodukt ein Produkt-Hilbert-Raum
bilden. Dies geht im Prinzip fiir beliebig viele Hilbert-Raume, wir werden uns im Folgenden
der Ubersichtlichkeit halber aber in der Regel auf zwei solche Faktorriume beschrinken.
Diese Faktorrdume werden H* bzw. H® genannt, die zugehdrigen Systeme S* bzw. SP.
Mathematische Rechenregeln werden hier oft nur fiir Hilbert-Raum H” gezeigt, fiir Hilbert-
Raum H® gilt dann analoges.

Als Produkt-Hilbert-Raum H® bezeichnen wir also das Tensorprodukt zweier Faktorrdume
H* und H®, deren Dimension nicht gleich sein muss. Die Dimension des resultierenden
Produkt-Hilbert-Raumes ist dim(H") mal dim(H®). Man schreibt

H* =H*®H". (1)

In diesem Hilbert-Raum sind Produktvektoren definiert, die sich — wenn ‘(pA> Vektor auf H*

ist und analog ‘XB> ein Vektor auf H” — verkiirzt schreiben lassen als
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Ein Vektor auf H*® kann allerdings i.A. nicht als ein solcher Produktvektor geschrieben
werden. Er heiit dann verschrinkt. Ein Beispiel dafiir ist die Bell-Basis, sie besteht aus den
folgenden maximal verschrinkten Zustinden:
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Sie stellt eine mdgliche Basis des Produktraums H*® = H} ® HY dar.



Ganz allgemein lisst sich in H*® mit Hilfe der Basisvektoren ‘nA> (aus Raum H*) und ‘iB>

(aus Raum HP) eine Basis bilden:

)] o

Daraus schliet man auch, dass eine solche Basis von H*® dann orthonormal ist, wenn es die
Basen von H* und H® auch sind.
Jeder Vektor aus H*® lisst sich nach dieser Basis zerlegen:

‘\PAB> _ ;ani

nA,iB>. (5)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren wird raumweise gebildet:

(0% x"[er.¢") = (0" ) (x"[c®). (6)

2.2 Operatoren

Ebenso wie Produktvektoren gibt es auch Produktoperatoren. Sei C* ein Operator auf H* und
D® ein Operator auf H, so ist

C*®D" =C"D" (7)

ein Produktoperator. Der Produktoperator wirkt raumweise:
I:CA®DB:H(PA’XB>:‘CA(pA’DBXB>. )

Es gibt einen Identitdtsoperator, dessen Anwendung den Zustand unverindert lésst:

IAB=Z\nA,iB><nA,iB\=IA®IB. (9)

Mit seiner Hilfe ldsst sich die Operatorklasse der erweiterten Operatoren bilden. Dies sind
spezielle Produktoperatoren, die nur auf einen Teilraum nicht-trivial wirken:

C®=C*"®I" (10)
D*® =1* ® D®.

Erweiterte Operatoren haben zudem die wichtige Eigenschaft untereinander zu kommutieren:
C D™ =D ®C"® =C*"®D" . (11)
Von Operatoren lisst sich die Spur bilden. Sei Z*" ein allgemeiner Operator — und damit

nicht zwangsldufig ein Produktoperator — so gilt fiir die Spur trag liber den gesamten
Produktraum:



tr,s [ZAB]:tr[ZAB]::Z<nA,iB ‘ZAB‘nA,iB>. (12)

n,i

Auch die Spur wird raumweise gebildet. Es gilt:

nn

tr C*®D" | =2.CoDj =1, [C* ], [D"].  (13)

(Mit den Matrixelementen Cp,” und D;>.)
Die so genannte Teilspur try im Unterraum H” ist dabei definiert durch:

tr, [ZAB]::;@A ‘ZAB‘nA>, (14)

und es entsteht dabei ein Operator auf H®. Entsprechendes gilt fiir die Teilspur beziiglich H®.
Fiir Produktoperatoren folgt damit

tr,[C*®D" |=1tr,[C* | D, (15)
Der Operator D® kann also aus der Spur herausgezogen werden.

Die Gesamtspur lésst sich als Abfolge von Teilspuren auffassen:

tr[ZAB] =tr, [trA [ZABH =tr, [trB [ZABH . (16)

Wie man sieht kommt es dabei auf die Reihenfolge nicht an.

2.3 Reduzierter Dichteoperator und Wahrscheinlichkeiten

Der Dichteoperator lésst sich in allgemeiner Form wie folgt schreiben:

P = D W) (W) (in =1]. (17)

Mit ihm lassen sich nicht nur reine Zustdnde, sondern auch Gemische beschreiben. Fiir den
Zustand eines Teilsystems fiihrt man den reduzierten Dichteoperator ein:

p" = tr, [pAB} bzw. p®=tr, [pAB] . (18)

Man sagt, Teilsystem S* befinde sich im Zustand p*.
Gegeben sei nun ein hermitescher Operator C* auf dem Hilbert-Raum H”. Es lisst sich dann
eine Eigenwertgleichung formulieren:

ct cﬁr)A> =c,

c&r)A>,r=I,...,gn. (19)
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Hierbei ist ‘c > der Eigenvektor ¢, der g,-fach entartete Eigenwert. Da C* hermitesch ist

{‘ cflr)A >} eine Orthonormalbasis von H™.

Die Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert c, zu messen, ist durch den Erwartungswert des
zugehorigen lokalen Projektionsoperators

A gn
P*=P*®1°, Pr =3 (20)

gegeben:
p(c,)=tr, [lslf\pAB} =tr, [trB [f’prBﬂ =tr, [Pij] @D

Wenn man also C* misst, so ist die Wahrscheinlichkeit allein durch den reduzierten
Dichteoperator gegeben; daher die Sprechweise ,,S™ befindet sich im Zustand p*".
Ganz dhnlich ergibt sich der Erwartungswert des Operators C*:

<éA> =1, [pABéA] =1tr, [pACA} (22).

Sei nun System S*® im Produktzustand‘onf,ﬁll(3 > Dann weifl man unmittelbar, dass sich

Teilsystem S* im reinen Zustand ‘ocf> befindet.

Ist System S*® hingegen in einem gemischten Zustand,

®

p**=>"p,
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) : (Zps =1j, (23)

so liegt auch in S* und SP ein statistisches Gemisch vor:

p* =t [p ] = pJal Yol PP =t [p™]=Dp,

B2)(BY|-

(24)

Ein Gemisch erhdlt man, indem man eine beliebige (aber endliche) Anzahl s von
Priparationsverfahren bereitstellt, die das System in reine Zustinde iiberfithren. Jedes der
Verfahren wird mit der klassischen Wahrscheinlichkeit (z.B. Auswahl durch Wiirfeln) ps

(Z p, = IJ eingesetzt. Durch dieses Mischen wird ein Ensemble realisiert.

S

2.4 Unitare Dynamik zusammengesetzter Systeme

Die von-Neumann-Gleichung, die die unitire Entwicklung des Systems S*® beschreibt,
schreibt sich nun mit dem Dichteoperator p™®:



AB AB

. d d
in zt =[H", 0" (1] | 1%=£ABpAB(t). (25)

Liegt eine Wechselwirkung zwischen den Teilsystemen S* und S® vor, beschrieben durch
einen TermH”” # 0, so sind die einzelnen Teilsysteme offen:

nt

H™ =H*"®3® + 3" @H" + H. (26)

L=+ L+ Ly (27)

ist der zugehorige Liouville-Operator.
Fiir die von-Neumann-Gleichung folgt:

(907 _ (£ + L2+ L) p™ (1) (28)
dt int *

Aus der Differentialgleichung

(4o _ LM (1) +tr [ L3 -p™ (1) ] (29)

nt

fiir den reduzierten Dichteoperator p” lisst sich ablesen, dass die Entwicklung von S* wegen
H2® %0 von p"P abhingt. Die Entwicklung eines Teilsystems hingt also im Allgemeinen

nt

vom Dichteoperator des Gesamtsystems ab.

3. Kurzer Ruck-/Uberblick tiber quantenmechanische Begrifflichkeiten

Ein Versuchsaufbau lésst sich als System bezeichnen. Ein Teilsystem ist dann ein Teil dieses
Systems, auf den — z.B. in Form einer Messung — getrennt zugegriffen werden kann.
Messungen an einen solchen Teilsystem bezeichnet man als /okal. Dies meint jedoch nicht
zwangsldufig eine rdumliche Trennung von Teilsystemen. So kann man beispielsweise an
einem Elektron getrennt Impuls und Spin messen, und somit sind auch dies zwei (nicht
rdumlich getrennte) Teilsysteme.

Der Zustand ist in der Quantenmechanik als ,,System, das ein bestimmtes Pridparations-
Verfahren durchlaufen hat* zu verstehen. Ein Zustand kann rein sein, aber auch gemischt. Ein
gemischter Zustand bedeutet, dass eine bestimmte Anzahl reiner Zustdnde mit einer gewissen
Wabhrscheinlichkeit vorliegen (siehe Gleichung (23)).

Zur Veranschaulichung von Messungen gehen wir zu einem Beispiel iiber, und zwar dem
Doppelspaltexperiment. Dabei fliegen Teilchen — beispielsweise Elektronen — durch zwei
Spalte A und B und treffen anschlieend auf einen Schirm. Dabei entsteht bei gedffneten
Spalten A und B das Muster aus Abbildung 1a, bei nur einem gedffneten Spalt die Muster aus
Abbildung 1b bzw. 1c.

Eine Messung lasst sich hier beispielsweise durch Anstrahlen (und damit Registrieren) der
Teilchen, die durch die Spalte fliegen, realisieren. Sind zwar beide Spalte offen, man
registriert jedoch nur die Teilchen, die durch Spalt A gehen, so nennt man dies eine selektive
Messung. Auf dem Schirm entsteht ein Muster wie in Abbildung 1b, ein reiner Zustand. Somit



gehen Gemische in reine Zusténde iiber, und auch reine Zustdnde (Interferenzmuster aus
Abbildung 1a) gehen in —i.A. andere — reine Zusténde {iber.

Registriert man nicht nur die Teilchen, die durch Spalt A gekommen sind, sondern auch die
durch Spalt B, so entsteht das Muster aus Abbildung 1d. Aus reinen Zustinden werden somit
Gemische (hier aus den reinen Zustidnden 1b und 1c das Gemisch 1d).

AN o A

Abbildung 1 a-d: Beugungsmuster von Elektronen am Doppelspalt (aus [3])

Mehrere Teilsysteme lassen sich zu einem zusammengesetzten System kombinieren. Solch ein
Gesamtsystem kann vollig neue, ganzheitliche Eigenschaften aufweisen. An den Teilsystemen
werden lokale Messungen vorgenommen, wobei wir uns hier — wie schon bei den
mathematischen  Grundlagen — auf 2 Teilsysteme beschrinken werden. Zur
Veranschaulichung werden Operationen an Teilsystem A durch Alice, an Teilsystem B durch
Bob beschrieben.

4. Postulat fur zusammengesetzte Systeme

Damit klar ist, in welcher Form sich mathematisch gesehen das Gesamtsystem aus den
Teilsystemen zusammensetzen ldsst, gibt es das folgende Postulat, aus dem klar wird, dass
man dies durch das schon in Abschnitt 2 behandelte Tensorprodukt realisiert. Damit wird eine
Ubereinstimmung zu den Experimenten hergestellt.
Das Postulat (wortlich iibernommen aus [1]) lautet:

»Die Zustinde eines aus den Teilsystemen SA,SB ,... zusammengesetzten
abgeschlossenen Gesamtsystems S**~ werden durch Dichteoperatoren p™*
im Produkt-Hilbert-Raum

H* =H*"®H"®...
beschrieben.

Durch dieses Postulat ist unter anderem gewihrleistet, dass auf die Teilsysteme separat

zugegriffen werden kann. Dies wird durch die erweiterten Operatoren (z.B.C*® =C* ®I?)
realisiert. Alle lokalen Operatoren kommutieren mit allen anderen lokalen Operatoren, die auf
ein anderes Teilsystem wirken (siehe Gleichung (11)).

Es gibt neben den erweiterten Operatoren auch Operatoren Z*®, die sich nicht als solche
darstellen lassen (analog zu den verschriankten Zustinden, die nicht durch Produktvektoren
dargestellt werden konnen). Sie stellen nicht-lokale Messungen dar.

Z"®=C"®D"+E" ®F". (30)



5. Messungen
5.1 Messungen an einem Teilsystem
5.1.1 Selektive lokale Messung

Ein Zustand “PAB > lasst sich mit Hilfe der Orthonormalbasen der Eigenvektoren (siche

Gleichung (19), keine Entartung) C* cff> =c, an>, D" ‘d?> =d, ‘d?> darstellen als

)=,

¢, d?). &)

In den weiteren Ausfithrungen wird es sich als hilfreich erweisen, den relativen Zustand zu

cf> einzufiihren:

~ B\, _
W) =Ya,
i

dr). (32)
Die Tilde kennzeichnet den unnormierten Zustand, der normierte relative Zustand ist

~ B
Wn
w?) = # . (33)
(we1wp)
Eine Messung an Teilsystem S* selektiert nun nach den Ergebnissen ¢, und transformiert das

zusammengesetzte System S*5. Das Gesamtsystem édndert seinen Zustand entsprechend dem
Messergebnis:

) > [ ) = b

\PAB>:

d7) =

ch)®[W). (34)

cf>®20cni

Wie man sieht entsteht durch diese Operation ein Produktvektor, die selektive Messung bricht
also die Verschrinkung und erzeugt einen reinen Zustand. Durch die Messung an Teilsystem

S* transformiert auch Teilsystem S® in den relativen Zustand ‘wf> .

Die Wahrscheinlichkeit, den Messwert ¢, zu erhalten, schreibt sich mit dem lokalen
Projektionsoperator aus (20) als

ple,)=(¥*|(jer)(er

Experimentell wird dies wie folgt verwirklicht:
Wir haben ein Quantensystem S™® mit den Teilsystemen S* und S®. Die Observablen C auf
S* und D auf S® sollen lokal gemessen werden. Durch Priparation nehmen 2-Teilchen-

2

ni| °

a

(35)

or)w)-3

Systeme (z.B. zwei Photonen, die in entgegengesetzte Richtung fliegen) den Zustand “PAB>

an. Alice misst an S* die Observable C. Alle Photonenpaare, an denen nicht ¢, gemessen
wird, werden aussortiert. Alice muss Bob nun informieren, welche Photonen er aussortieren
soll. Alle Photonenpaare, mit denen weiter gemessen wird, sind jetzt im Zustand

9



“P'fB> = ‘cﬁ>®‘wf> (Gleichung (34), das Teilsystem S® ist im Zustand‘wf>. Somit wurde
durch die Messung auf S* eine Selektion auf beiden Teilsystemen durchgefiihrt.

5.1.2 Nicht-selektive lokale Messung

Wieder misst Alice die Observable C an Teilsystem S”. Diesmal wird allerdings nicht nach
dem Ergebnis selektiert. Folge ist eine Summe

p ns p|§]:l ZPA ABPA zvaB ) (36)

Der Anfangszustand “PAB> geht also durch Anwendung des Projektionsoperators dhnlich zu
(34) tiber in

A ~B A ~B
w8k

n > n

(37)

A A
e ),

Wie man sieht wurde eine Superposition in eine Mischung iiberfiihrt. Uber die Spur erhilt
man die resultierenden Zustinde der Teilsysteme:

®| W) (wh|.

n

“I’AB><‘PAB‘ns p'P =

pt ol = 2 PR (38)

n

pP—=ph =ty [p'AB]:trA |:ZPI;'\pAB:|:trApAB _ P,

Folglich hat sich der Zustand des Teilsystems S® in diesem Fall nicht geéndert, und Bob kann
somit nicht feststellen, ob Alice eine Messung vorgenommen hat oder nicht.
5.2 Messungen an zwei Teilsystemen

5.2.1 Paare selektiver Messungen

Fiihrt Alice eine Messung durch, so erhilt sie den Wert ¢, mit der Wahrscheinlichkeit
p(cn): (sieche Gleichung (35)). AnschlieBend befindet sich das System in dem

Zustand‘ ch, wf>. Fiihrt nun im Anschluss Bob eine Messung durch, so findet er

p(d;|c, =<cﬁ, L w >
(o)
-t} <1 P w)

10



=0 . (39)

Von Schritt 3 zu Schritt 4 wurden Gleichung (32) und (33) benutzt. Nach Bob Messung ist

das System im Produktzustand cﬁ,df3 > Misst umgekehrt zuerst Bob, dann Alice, so findet

man analog

2

O'ni

. 40
P(di) 0

p(cn|di):

Zusitzlich zu der eben berechneten Wahrscheinlichkeit, dass nach ¢, noch d; gemessen wird
(oder umgekehrt) kann man noch berechnen, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist, tiberhaupt
das Messwertepaar (c,,d;) zu erhalten. Sie ist

2:<\PAB

p(c,.d;)=p(c,|d)-p(d;)=p(dc,)-p(c,)= A ) (41)

(x’ni

(mitP® =

c;‘:‘,df’><cf,diB ‘) und damit unabhéngig von der Reihenfolge, wer zuerst misst.

DaC*®und D*?, kommutieren ist dies ein erwartetes Ergebnis.

5.2.2 ,,Spukhafte Fernwirkung*

Gegeben sei der Bell-Zustand ‘CI)fB>=L(‘OA,OB>+‘1A,lB>) (siehe Gleichung (3)).

V2

Mogliche Ergebnisse fiir eine Messung sind hier -1 und 1. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die
Messpaare ergeben sich zu

(41)
(42).

Wird also beispielsweise von Alice auf S* der Wert 1 gemessen, so befindet sich das System
S*® anschlieBend im Zustand‘OA,0B>. Damit ist auch klar, dass sich Teilsystem S im

Zustand ‘OB> befindet. Somit misst auch Bob sicher den Wert 1, auch wenn Alice und Bob

gleichzeitig messen. Dies ist allerdings nicht kausal zusammenhidngend und mitnichten
»spukhaft®, sondern bereits im Prédparationsverfahren so enthalten. Es wird also auch keine
Information mit Uberlichtgeschwindigkeit {ibertragen. Dies lésst sich veranschaulichen mit
einer roten und einer blauen Kugel, die in zwei Kisten gelegt werden (jede Kugel in eine
Kiste). So ist — so lange man nicht in die Kisten schaut — nicht klar, in welcher Kiste welche
Kugel ist. Offnet man jedoch eine Kiste und befindet sich darin beispielsweise die rote Kugel,
so ist unmittelbar klar, dass in der anderen die blaue Kugel ist, ohne dass man extra
nachschauen muss, und das ohne dass die rote Kugel der anderen , mitteilt“ blau sein zu
miissen.

11



6. Anwendungen

6.1 Zaubertrick

Ein Zauberer gibt Alice und Bob etwas mit und schickt sie in zwei voneinander perfekt
isolierte Rdume. In diesen Rdumen befindet sich jeweils ein Publikum. Das Publikum wirft
eine Miinze. Anschlielend stellt es Alice bzw. Bob eine Frage, und zwar bei

e Kopf: Welches ist deine Lieblingsfarbe, rot oder griin?
e Zahl: Welches ist dein Lieblingsgemiise, Karotten oder Erbsen?

Die Frage und die Antwort werden notiert, und dieser Vorgang wird sehr oft wiederholt. Nach
sehr vielen Runden werden die Ergebnisse zusammengetragen. Dabei gibt es fiir die
Fragenpaare die Moglichkeiten dass beide nach der Lieblingsfarbe gefragt werden, beide nach
dem Lieblingsgemiise, oder einer nach Gemiise und der andere nach der Farbe. Die
Ergebnisse sehen wie folgt aus:

Alice Bob
Fall 1: Farbe? Farbe?
Griin! Griin!

Mit nicht-verschwindender Wahrscheinlichkeit antworten beide

mit griin.

Fall 2: Gemise? Farbe?
Erbsen! Grin!
Farbe? Gemiise?
Grin! Erbsen!

Sobald bei dieser Fragenkombination einer mit griin antwortet,
ist die Antwort des anderen sicher Erbsen.

Fall 3: Gemise? Gemise?

Hier antwortet immer mindestens einer der beiden mit
Karotten.

Nun stellt sich die Frage, wie der Zauberer dies vollbracht hat. Wir versuchen zuerst einen
klassischen Erkldrungsansatz. Er konnte Alice und Bob einen Zettel mitgegeben haben, auf
dem steht, wie die beiden auf die Fragen zu antworten haben. So konnte darauf stehen, dass
auf die Frage nach dem Farbe mit ,,Griin* zu antworten ist. Damit konnte man Fall 1 erkléren.
Wiirde darauf des Weiteren stehen, dass auf die Frage nach dem Gemiise mit ,,Erbsen®
geantwortet werden muss, ist auch Fall 2 erkldrt. Dies steht dann jedoch im Gegensatz zu Fall

12



3, wo ja zu sehen ist, dass immer mindestens einer mit Karotten antwortet. Somit hat der
Zauberer dies auf klassischem Weg nicht erreichen konnen.

Vielmehr gab er Alice und Bob ein Teilsystem eines verschriankten 2-Teile-Systems im
Zustand

) =N () ) )

mit (N ist ein normalisiender Faktor, und 0 <a <1).
|r> und |E> sind Vektoren zweier Basen, der ,,Karotten-Erbsen““- und der ,,Rot-Griin““-Basis,

die in Abbildung 2 dargestellt sind. Es sind zwei Basen, die sich jeweils durch die andere
ausdriicken lassen:

r)=a|E)+b|K) (44)
|g) =b|E)-a[K) (45)
|E>:a|r>+b|g> (46)
[K)=b[r)-a[g). (47)

alg)
Abbildung 2: Zwei mdgliche Basen des H,.

Formt man Gleichung (43) geschickt um, so lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die
Messpaare schnell ausrechnen. Dabei fiihren Alice und Bob, werden sie beispielsweise nach
dem Gemiise gefragt, eine selektive Messung in der ,,Erbsen-Karotten“-Basis durch. Nach

jedem Miinzwurf wird eine neue Kopie von ‘XAB> der Messung unterzogen.

Die Wahrscheinlichkeiten lassen sich leicht berechnen. Wir finden:
p(e*.e")=N-a*-b*=0. (48)

Mit nicht-verschwindender Wahrscheinlichkeit ergibt sich bei dem Fragenpaar Farbe-Farbe
das Antwortpaar Griin-Griin. Damit ist Fall 1 erkldrt. Aulerdem gilt:

p(gA,KB)=p(KA,gB)=O. (49)

13



Wie man sieht, verschwindet die Wahrscheinlichkeit fiir das Messpaar Griin-Karotte. Somit
muss — wird einer nach der Farbe gefragt und antwortet mit Griin — der andere auf die Frage
nach dem Lieblingsgemiise mit Erbsen antworten. Dies ist Fall 2. Schlielich gilt noch:

p(E*.E®)=0. (50)

Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Antwortkombination Erbsen-Erbsen 0. Damit ist
klar, dass immer mindestens einer mit Karotten antworten muss, wenn beide nach dem
Lieblingsgemiise gefragt werden. Folglich lésst sich mit der Quantenmechanik auch Fall 3
erkléren.

Der Trick ist also moglich, jedoch nicht mit klassischen Mitteln wie einem Zettel. Damit ist
aber auch klar, dass sich nicht jede quantenmechanische Begebenheit klassisch erkldren lésst
(so wie die ,,spukhafte Fernwirkung* durch die Kugeln in den Boxen).

6.2 Quantengatter

Wir arbeiten mit Multi-Qubits aus dem Produkt-Hilbert-Raum H, ® H, ® H, ®.... Die

Information bewegt sich unbeeinflusst durch so genannte Quantendrihte. Sie kann reversibel
durch Quantengatter verdndert werden, sowie durch Messungen ausgelesen werden (dieser
Vorgang ist jedoch irreversibel). In Abbildung 3 ist ein Quantengatter gezeigt. Schaltet man
mehrere solcher Gatter zusammen, so erhélt man einen Quantencomputer.

X) <)

Kontroll-Qubit

Ziel-Qubit |v)

Abbildung 3: CNOT-Gatter

Das in der Abbildung gezeigte Gatter heilt CNOT- oder auch XOR-Gatter. Es fiihrt die
Operation

x,y>—> X,y®x> (51)

an den Qubits durch (x,ye {O,l} ). Es handelt sich dabei um eine Addition modulo 2. Dies

bedeutet, dass das Ergebnis der Addition, falls es gerade ist, gleich 0 gesetzt wird, im Falle
dass es ungerade ist wird es 1.

Beispiel: |1%,1%)CNOT|1*,0%).
Das CNOT-Gatter hat einige Eigenschaften. So ergibt es mit sich selbst multipliziert die
Einheitsmatrix ((CNOT)-(CNOT) =1), auBerdem ist es unitér ((CNOT )T =(CNOT) ™).

Eine wichtige Anwendung ist, dass es einen Produkt- in einen verschrankten Zustand adndert.

(a\oA>iB\1A>)\oB>CN0T o|0%,0%)£B[1°,1%)  (52)
(a\oA>iﬁ\1A>)\1B>CN0T o0, 1) £B[1%,0%)  (53)
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Setzt man hier die Faktoren a und 3 gleichi, so erhédlt man die Bell-Zustinde (siche

N

Gleichung (3)).

Weitere Gatter sind zum Beispiel das Hadamard-Gatter, das kontrollierte U-Gatter, das
Toffoli-Gatter und das SWAP-Gatter.
Das Hadamard-Gatter hat mathematisch die Form

1 (1 1
H=$[l _1]. (54

Kombiniert man es mit einem CNOT-Gatter (Abbildung 4), so lassen sich die Bell-Zustdnde
erzeugen (im Beispiel Abb. 4 aus ‘OA> der Bell-Zustand|(D+> = ! 0, 0> + 1,1>) ).

3(
vy —
%) H 1

L

Abbildung 4: Kombination von Hadamard- und CNOT-Gatter

Das kontrollierte U-Gatter (Abbildung 5) ldsst die Zustdnde mit Kontroll-Qubit 0 (

0,0) und
L, y> mit y = 0,1 gehen iiber in|1> ®U| y> . Ein Beispiel fiir

0, 1>) unverdndert. Die Zusténde
das U-QGatter ist das CNOT-Gatter.

%) I

W — U b——

Abbildung 5: U-Gatter

Das Toffoli-Gatter mit zwei Kontroll-Qubits in Abbildung 6 fiihrt die Operation

x,y,z>—>

X,y,z® xy> (55)

aus.
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Kontroll-Cubit |K}
Kontroll-Cubit |},r>

Fiel-Cubit |z}

€

Abbildung 6: Toffoli-Gatter

Die einzelnen Gatter lassen sich kombinieren. So ldsst sich das inverse CNOT-Gatter (das die
Operation des CNOT-Gatters umkehrt) aus 4 Hadamard-Gattern und einem CNOT-Gatter
bilden.

AulBlerdem gibt es noch das SWAP-Gatter (Abbildung 7), das die Zustdnde von Kontroll- und

Zielqubit tauscht (‘ x*, yB> = ‘ v, xB> ). Es setzt sich aus 3 CNOT-Gattern zusammen.

%) < )

|¥) iy T %)
Abbildung 7: SWAP-Gatter.

7. Zusammenfassung

Wir haben gesehen, dass sich ein abgeschlossenes Gesamtsystems S*® durch den
Dichteoperator p*® beschreiben ldsst. Dabei ldsst sich mit Hilfe der erweiterten Operatoren
C* (D) separat auf die Teilsysteme zugreifen. Solche Messungen werden als lokal
bezeichnet. Sie konnen entweder selektiv (erzeugt reine Zustinde) oder nicht-selektiv (erzeugt
Gemische) durchgefiihrt werden. Am Beispiel des Zaubertricks sahen wir, dass
quantenmechanische Phinomene meist nicht mit Hilfe eines klassischen Gegenstlicks erklart
werden konnen. Als wichtige Anwendung wurde zudem das Quantengatter prasentiert.
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