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Aufgabe 19: Elektronendichte in zweiter Quantisierung (3 Punkte)

Der Operator der Elektronendichte lautet

ρ̂(r) ≡
N
∑

i=1

δ(r− r̂i) .

(N sei die Teilchenzahl und V das Volumen.) Die elektronischen Blochzustände ψk(r) = uk(r)e
ik·r

mit gitterperiodischem uk(r) vereinfachen sich im Jellium-Modell (der Einfluss des Gitters auf

die Elektronen wird als homogener Hintergrund angenommen) zu ebenen Wellen, ψk(r) = eik·r√
V
.

Nutzen Sie dies aus, um ρ̂(r) mit dem Formalismus der zweiten Quantisierung zu

ρ̂(r) =
1

V

∑

k,q,σ

a
†
k,σak+q,σe

iq·r

umzuformen. Was gilt für die Fourierkomponenten ρ̂q?

Aufgabe 20: Strukturfaktor et al. (8 Punkte)

a) Dichtekorrelation
Nutzen Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 19, um die Dichtekorrelation

G(r, t) ≡
1

N

∫

d3r′ 〈ρ(r′ − r, 0)ρ(r′, t)〉

auf die Form

G(r, t) =
1

NV

∑

q

〈ρqρ−q(t)〉e
−iq·r

zu bringen. Welche Bedeutung hat G(r, t)?

b) Paarverteilungsfunktion
Die Paarverteilungsfunktion g(r) ist definiert durch

G(r, 0) = δ(r) +
N

V
g(r) .



Nutzen Sie die Definitionen von Dichtekorrelation und Elektronendichte, um

g(r) =
V

N2

i 6=j
∑

i,j

〈δ(r+ ri(0)− rj(0))〉

zu verifizieren. Was bedeutet g(r) physikalisch?

c) Strukturfaktoren
Dynamischer und statischer Strukturfaktor sind definiert als

S(q, ω) ≡

∫

d3r

∫ ∞

−∞
dt G(r, t)ei(q·r−ωt)

bzw.

S(q) ≡

∫ ∞

−∞
dω S(q, ω).

Beweisen Sie die Relationen

S(q, ω) =
1

N

∫ ∞

−∞
dt e−iωt〈ρqρ−q(t)〉 ,

S(q) =
2π

N
〈ρqρ−q〉.

d) Dynamischer Strukturfaktor bei T = 0
Zeigen Sie, dass für T = 0 gilt:

S(q, ω) =
2π

N

∑

n

∣

∣〈En|ρ
†
q|E0〉

∣

∣

2
δ

(

ω −
En −E0

~

)

.

Dabei sind {|En〉} die Eigenzustände des Hamilton-Operators und |E0〉 beschreibt den Grundzu-
stand.
Hinweis: Benutzen Sie das Ergebnis von Teilaufgabe c) und die Heisenbergdarstellung für ρ−q(t).

Aufgabe 21: Graphische Darstellung und Diskussion (4 Punkte)

1. Nutzen Sie die (angegebenen) Ergebnisse aus Aufgabe 20, um mit den exakten Eigenzuständen
des Sommerfeld-Modells den statischen Strukturfaktor S(q) bei T = 0 zu bestimmen und skizzie-
ren Sie die q-Abhängigkeit.
Hinweis:

∫

d3k θ(kF − k)θ(kF − |k+ q|) =
4π

3
θ(kF −

q

2
)

(

k3F −
3

4
qk2F +

q3

16

)

.

2. Berechnen Sie ebenso die statische Paarverteilungsfunktion g(r). Skizzieren und diskutieren Sie
die r-Abhängigkeit.


