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1 Einleitung
1.1 Einleitung

Graphen ist ein zweidimensionaler Festkorper aus Kohlenstoffatomen, die in einem
Sechseckgitter zusammengefiigt sind. In diesem Vortrag wird die Bandstruktur von Gra-
phen aus dem sogenannten Tight-Binding-Modell hergeleitet. Hierfiir wird zuerst das
Gitter und das dazugehorige reziproke Gitter vorgestellt und die Tight-Binding-Methode
vorgestellt, um schlieBlich die Bandstruktur von Graphen zu berechnen. Es wird sich
zeigen, dass es sogenante Dirac-Punkte gibt, in denen Leitungs- und Valenzband auf-
einandertreffen. Im letzten Abschnitt wird eine Entwicklung um einen solchen Punkt
gemacht werden und kurz auf die Begriffe Helizitdt und Chiralitét eingegangen.

1.2 Das Sechseckgitter und seine Bravaisstruktur

Das zweidimensionale Sechseckgitter ist fiir sich genommen kein Translationsgitter
oder Bravaisgitter. Deshalb wird die Elementarzelle so gewéhlt, dass in ihr zwei Ato-
me, Atom 1 und Atom 2, liegen, wie in Abbildung |1| dargestellt. Diese beiden Atome
reprasentieren jeweils die Untergitter 1 und 2. Diese Untergitter sind Bravaisgiter.
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Abbildung 1: Die Wabenstruktur von Graphen; Untergitter 1 und 2 Quelle:[]



1.3 Reziprokes Gitter und Brillouin-Zone

Als néchstes kann man aus der Beziehung zwischen realem und reziprokem Gitter das
reziproke Gitter ausrechnen: Das Ergebnis ist in Abbildung [2| dargestellt.

Punkte des
—~ 7 reziproken
Gitters

/
1. Brillouinzone

Abbildung 2: Das reziproke Gitter von Graphen;1. Brioullinzone Quette:(1]

|I?’ _4r 4w
3(1 3\/§a0

2 Die LCAO-Methode
2.1 Die LCAO-Methode

Die im nédchsten Abschnitt zur Berechnung der Bandstruktur von Graphen verwendete
Methode ist unter dem Namen LCAO-Methode oder Tight-Binding-Nédherung bekannt.
LCAO steht fiir Linear Combination of Atomic Orbitals. Das bedeutet, dass sich die
Wannier-Funktion ¢ als Linearkombination aus den Funktionen der einzelnen Orbitale
zusammensetzt:
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¢(X) =Y bun = b161(¥) +b292(X)
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Hierbei sind die ¢, die Funktionen, die zu den einzelnen Orbitalen gehoren.

Zu jeder solchen Wannier-Funktion gibt es eine Blochfunktion:



v =) ¢ Fo(¥-R)
ReG
Die Vektoren R € G sind hierbei die Gittervektoren. In der Tight-Binding-Néherung
werdene nun die iiberndchsten Nachbarn werden vernachlissigt, das heifit die Vektoren,
iiber die wir diese Summe im nidchsten Abschnitt ausfithren werden, sind die Gittervek-
toren zu den nichsten Nachbarn.

3 Berechnung der Bandstruktur von Graphen
3.1 Die LCAO-Methode fiir Graphen

Der Hamiltonoperator des Gitters sieht unter Vernachldssigung der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung folgendermallen aus:

h2
H = _2_A + VKrislall
m

Im Grunde geht es im Folgenden darum, die Schrodingergleichung zu 16sen, um aus
den Energiecigenwerten E; die Bandstruktur ablesen zu konnen:

H|y;) = Ez )

Die Eigenfunktionen y; setzen sich in der Tight-Binding-Néherung aus den ¢, zu-
sammen, deshalb interessiert uns die Wirkung des Hamiltonoperators auf eine solche
Orbitalfunktion.

Es ist
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Hierbei ist € der Eigenwert der Funktion ¢, und AU, ist die Potentialdifferenz zwi-
schen dem Potential aller Atome des Gitters und dem Potential von dem Atom 1.
Und es gilt

(01|Hy) = E; (¢1]v)

Andererseits ist der Hamiltonopersator selbstadjungiert, daher lésst sich das selbe Ska-
larprodukt auch wie folgt schreiben:

(011Hyy) = (Hoilyp) = &1 (d1lwy) + (91AU1v)



Damit erhalten wir fiir die Energieeigenwerte folgende Gleichung

(E;x—&1) (¢1]wy) — (@1]AULy) =0 (2)

3.2 LCAO-Ansatz fur Graphen

Im Fall von Graphen ist es so , dass die beiden Orbitalfunktionen ¢; und , aus denen
sich die Wannierfunktion in diesem Fall zusammensetzt, den p_ -Orbitalen der beiden
Atome 1 und 2 entsprechen.

Der LCAO-Ansatz fiir Graphen sieht dann also folgendermallen aus:

vi® = ¥ R 01013~ B) + batn (7 )| 3)
ReG

Diesen Ansatz werden wir in die Gleichung 2| einsetzen, die fiir ¢, mit & als zugeho-
rigem Eigenwert genauso gilt wie fiir ¢;:

(Eié - 81,2) <¢12|W7<’> — <¢172|AU1,2W%> =0

Dafiir benétigen wir die folgenden Skalarprodukte:

(Dilvg), (dlyg). (lAUvg),  (2]AUavg)

3.3 Bendotigte Skalarprodukte

Beim Berechnen des ersten dieser Skalarprodukte werden wir die Abkiirzung 7y fiir das
Uberlappintergral benétigen:

(o11v) = X R [616) [b101 (= R) + bato(i— B)| &
ReG
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~+ tiberndchste Nachbarn



Und es ergibt sich unter Vernachléssigen der iibernidchsten Nachbarn folgende Nihe-
rung:
(011y) = b +boyo (14¢ 7 4 e71F) @

Analog dazu erhilt man
(921yg) = ba by (147 - eF2) 5)
durch ausfithren der Summe iiber R = 0,d,d,.

Fiir die Berechnung des dritten dieser Skalarprodukte werden wir die Abkiirzung y;
fiir das Hiipfmatrixelement benétigen:

(9ulaU;) = X R [ 61 0AUIR) [b11(G—R) +ba0n— B)] &
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+ iiberndchste Nachbarn

Und man erhilt unter Nichtberiicksichtigung der iibernidchsten Nachbarn folgende
Néherung:

(911U ;) = ~bavi (1 +eika +e*i“2) (6)

Analog dazu erhilt man
(218U2y;) &~ b 1+ 45 ™

durch ausfiihren der Summe iiber R = 0,dy,d>.



3.4 Dispersionsrelation

Als nichstes werden wir die Ergebnisse der Skalarprodukte in die Gleichung[2|einsetzen
und erhalten folgendes Gleichungssystem:

(Eg—&1) (d1lyg) — (91]Av [yy) =0

(B¢ —&2) (92]wg) — (92|Av, lyy) =0

Als néichstes definieren wir uns die Abkiirzung og wie folgt
(Ez — 81) [b1 + b2 (1 + eiiz'al + eiizﬁz> } + by <1 + eiizﬁ1 + eiiﬁ'aaz) =0
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(E;—&2) [bz+bwfo <1+e"z'5”1+e’%'5"2>} + bivi (1+ei§'51+e"z'ﬁz) ~0
~ ~
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und erhalten damit die folgende vereinfachte Schreibweise:
(Ez - 81) [bl —i—bz)/oaz } + by g = 0
(E% — 82) [bz + bly()ocﬂ +biy OCTZF =0
Wir kénnen den Nullpunkt der Energieskala festlegen, und werden im Folgenden davon

ausgehen, dass
g=6=0

gilt. Das bedeutet, dass wir davon ausgehen, dass beide Untergitter gleich sind, und
nicht durch eine Unterlage, die aus zwei verschiedenen Elementen besteht, energetisch
verschoben sind.

Wir schreiben das Gleichungssystem nun als Matrix

Ez o (Ez')/() + }’1) by 0

= ()
Otg (E;{’Y() + '}’1) E;{' by 0

und suchen die Eigenwerte iiber das charakteristische Polynom:
2
E2 ey (Ego+71)* =0

2 272 2 2
E; —|ogPE2 G — 2|0 PEypon —|ogPrr =0 (n< 1)
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~0 =~
Es ergibt sich fiir die Dispersionsrelation vorldufig folgendes Ergebnis:

E;==£n|og



Deshalb berechnen wir nun das Betragsquadrat von og:

|(X7<’|2 — a}éa}: — (1 +€7i7€'al _{_efiz'ﬁz) (1 _’_eiz'ﬁl +eiz-ﬁ2)
—=3+42cos(k-d;) +2cos(k-dr)+2cos(k- (@, —a))

Damit erhélt man also fiir die Dispersionsrelation

E(k) =47 \/3 +2cos(k-d;)+2cos(k-ds)+2cos(k- (@ —a))

Um dieses Ergebnis in Abhéngigkeit von ky, k, schreiben zu konnen, setzten wir die
Skalarprodukte k-a 1 2€in:

E(ky,ky) = £% \/3 +2cos(yaky + Pak,) +2cos(-sak, + LPaky) + 2 cos(aky)

Mit den Additionstheoremen fiir den Cosinus vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

E(ke,ky) =+1 \/1 +4cos(aky) cos(Laky) +4cos?(Laky) )
Dieses Ergebnis ist in Abbildung [3| graphisch dargestellt. Man kann sich durch Einset-

Abbildung 3: Bandstruktur von GraphenQuette:(1]

zen von Gleichung [I] vergewissern, dass die Eckpunkte der ersten Brioullinzone gerade
die Punkte sind, in denen E;(» = 0 gilt. Diese Punkte, in denen also Valenz- und Lei-
tungsband aufeinandertreffen, werden Dirac-Punkte genannt. Es ist plausibel, dass nur



in diesen Punkten eine Anregung stattfinden kann, da iiberall sonst die Bandliicke zu
grof} ist, und so diese Punkte physikalisch besonders interessant sind. Im néchsten Ab-
schnitt wird daher eine Entwicklung um einen solchen Punkt gemacht werden. Aus [§]

kann man aber nicht nur die Eigenwerte E7, sondern auch die Eigenvektoren 5% be-
stimmen. Dabei sei 7 im Folgenden immer 7 = +1 fiir den oberen und 7 = —1 fiir den
untern Zweig der Dispersionsrelation.
Mit ¥ = 0 erhilt man aus der oberen Zeile von (8):

E%bl —l—}’l(Xzbz =0

Daraus ergibt sich fiir das Verhiltnis von by zu b,

by B gl _ B0

= - —T—

by oG N

, wobei wir fiir o ebene Polarkoordinaten eingefiihrt haben:og = |og| P

Mit der Normierungsbedingung |b;|? + |b2|* = 1 erhilt man also

so_ L[ e
k _\/§ —”Ee_’%ﬁ%

Im(og 2 1) sin( 2 ak
mit ﬁ]é — arctan ( k) — _arctan COS(2 x) Sll’l( >a y)
Re(op) 1 +2cos(Lky)cos( L aky)

4 Diskussion

4.1 Diskussion

Wir betrachten die Dispersionsrelation fiir k, =0 :

E(ke,0) = 711/ 1 +4cos(baky) +4cos?(Lak,)

k
— 4yl —|—200s(%)

4.2 Entwicklung um den Dirac-Punkt

Wir beginnen mit folgender Entwicklung in K

- o K
k:K+q:( ;qx) lq| < K (10)
y

10



Abbildung 4: Bandstruktur von Graphen fiir k, = 0

o =1 4 pihakerFaky) | —i(—bake+ Yiaky)

3
=1+ 2cos(%akx)e_’73“ky

Re(or) = 14 2cos(iaky) cos( G ak,)
Im(0f) = —2cos(Lak,) sin(%ak,)

und entwickeln den Realteil und Imaginérteil von o nach Taylor:

0g) = 1+42cos(4K + agy) cos(B4qy)
= 142 [cos(4K) —sin(4K)4q: + O (q°)] (14 O(q%))
=1+2(—§ —¥4qx)

V3

= ——-aqx

2

Im(0g) = —2cos(4K + $gx) sin(4k,)
. a
— ~2[cos(¢K) — sin(4K) Sa: + O(¢)] (20 + ()

V3
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Daraus erhalten wir folgendes Ergebnis fiir die Dispersionsrelation im Dirac-Punkt

. NEE .
E(q) =1ylogl =17 7a1q| = Thvr|q|

Die Dispersionrelation ist in diesem Punkt also linaer. Wir konnen also ihre Steigung
berechnen, die als Fermi-Geschwindigkeit bezeichnet wird.

v@ = ﬂ\/—§a o~ 106E
Fn2 s
Entsprechend der Lichtgeschwindigkeit fiir Photonen, ist diese Geschwindigkeit die

Grenzgeschwindigkeit der Bandelektronen im Graphen.

4.3 Die Helizitat des Pseudospins

Wir rechnen nun die Eigenvektoren im Diracpunkt aus:

b E® el Jedlo o
bl ’leCq (X;I |0667|2 ’(Xgly
_ . {—?aqx - i‘?“Qy} _  detigy
Falg| 4]

= T(cos 05+ isin6;) = tei%

Dies sind planare Spinoren:

Die dazugehorige Observable ist der Pseudo-Spin f = %3
In der folgenden Rechnung soll gezeigt werden, dass die Spinoren Eigenspinoren des
Helizitdtsoperators £ sind.

fl:lg,i:l 0 cos 6; — isin 6
2 gl 2 cos 05 +isin 6 0
. 0 e %
2 % 0
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ﬁz(r) . 1 e '7 . 1 Te ™!
4 2\/§ 1% 0 Tei? 2\/§ ez?
.67
T 1 e 2 rz(f)
= —— 0 — — 0D~
2 \/§ ”Eequ 2 4

Die Bé.f) sind also Eigenspinoren der Helizitdt mit Eigenwert
+% im Leitungband und —% im Valenzband. Diese Eigenschaften der Bandelektronen
sind nicht invariant unter einer Raumspiegelung. Daher sind die Bandelektronen in Gra-

phen chirale Teilchen.

5 Zusammenfassung

Man kann die vier wesentlichen Botschaften dieses Vortrags wie folgt zusammenfassen:

e Leitungs- und Valenzband treffen im Diracpunkt K aufeinander.

Die Dispersionsrelation ist in diesem Punkt linear.

Die Bandelektronen verhalten sich wie masselose, relativistische Teilchen.

Die Bandelektronen sind chiral.
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