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Abstract

The vibrational properties of graphene are related to the electronic properties of this kind of carbon allotrope.
Thus, a theoretical model describing the vibrational properties of graphene is of great interest to science. In
finding such a model, one gets to the problem that graphene is not a real two-dimensional system, but a two-
dimensional plane embedded in three-dimensional space. This leads to a higher number of acoustic and optical
modes than it is expected in a two-dimensional crystal lattice. These additional modes, the so called flexural
modes, describe the out-of-plane vibrations of the graphene sheet or single carbon atoms. To get the dispersion
relation of the flexural modes, one assumes that displacements perpendicular to the lattice-plane cost a certain
amount of elastic energy. For small displacements this elastic energy leads to the potential energy of a harmonic
oscillator. Such an simple linear problem can be solved by using a well-known Hamiltonian, which leads to the
dispersion relation of a free floating graphene-sheet. To take tension or the presence of a substrate into account
one has to adjust the potential of the harmonic oscillator according to the circumstances. Based on the dispersion
relations one can calculate the number of phonons being in a graphene-sheet under prevailing circumstances.

This gives an idea of the roughness and vibrational structure of a graphene sheet.

1 Einleitung

Die zweidimensionale Form von Kohlenstoff - Gra-
phen - gilt als sehr gut erforschte Erscheinungsart
von Kohlenstoff in der theoretischen Physik. Die ebe-
ne, hexagonale Anordnung von Kohlenstoffatomen ist
Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Eigenschaften
anderer Anordnungen von Kohlenstoff wie Graphit,
Kohlenstoff-Nanorshrchen und Fullerene. In der Pra-
xis ist es bisher kaum gelungen Graphen-Kritalle zu
erzeugen, deren Grofe den Nanometer-Bereich iiber-
schreiten”. Dies verwundert nicht, da es theoretisch
gar keine echt zweidimensionalen Systeme geben kann.
Bei Graphen handelt es sich vielmehr um ein quasi-
zweidimensionales System!!.

a)

Abbildung 1.1: a) Von einem Graphit-Kristall abgerie-
bene Graphit-Cluster auf einem Siliziumoxid-Substrat.
Die verschiedenen Farben markieren unterschiedliche
Dicken der Cluster. Die Bildbreite entspricht etwa
300um 7; b) Frei schwebendes Graphen (Monola-
ge) auf einem Gerist aus Golddrihten, aufgenommen
durch ein Transmissions-Elektronenmikroskop”; Abbil-
dung a) und b):”

Da die Schwingungseigenschaften von Graphen direk-
ten Einfluss auf die elektronischen Eigenschaften neh-
men, ist deren Beschreibung Ziel aktueller Forschung.
Es werden dazu verschiedene Modelle verwendet, die
zum einen frei schwebendes Graphen und zum anderen
Graphen unter gewissen Umgebungsbedingungen wie
Spannung oder Substratpotentiale beschreiben. Solan-
ge die Umgebungseinfliisse auf das Graphen klein sind,
basieren die Phononen-Modelle auf einer harmonischen
N&herung. Diese ist allerdings unter gewissen Umstan-
den nicht mehr anwendbar und es kommt zu nicht-
linearen Effekten!®.

1.1 Kann Graphen als rein zweidimen-

sionales System existieren?

Aus dem MERMIN-WAGNER-Theorem 2 1isst sich ab-
leiten, dass es in zweidimensionalen Systemen bei end-
lichen Temperaturen keine langreichweitige Ordnung
geben kann. Daher verwundert die Tatsache, dass es
zweidimensionale Kristalle wie Graphen gibt und diese
dariiber hinaus noch sehr stabil sind.

Ausgehend von den Standardmodellen der Festkorper-
physik? sind die Amplituden der thermisch bedingten
Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichtslage
klein im Vergleich zum Atomabstand. Geméaft dem em-
pirischen LINDEMANN-Kriterium schmelzen die Kris-
talle ab einer kritischen Amplitude, welche ungefihr
einem Zehntel des Atomabstandes entspricht. Wegen
dieses kleinen Wertes lasst sich die Thermodynamik
von Festkorpern in der Regel durch ein ideales Gas aus
Phononen beschreiben. Ein moglicher Ansatz ist die
Verwendung atomarer Verschiebungswellen (harmoni-
sche Ndherung). In dreidimensionalen Systemen liefert
die harmonische Niherung in der Tat kleine Schwin-



gungsamplituden - zumindest bei ausreichend geringen
Temperaturen. Dies sieht in einem zweidimensionalen
Festkorper anders aus. Wie bereits durch LANDAU und
PEIERLS vor etwa 70 Jahren beschrieben, divergiert in
der harmonischen Naherung die Anzahl der langwelli-
gen Phononen bei kleinen Temperaturen in zweidimen-
sionalen Kristallen. Dies fithrt auch zum Divergieren
der Amplitude atomarer Auslenkungen'! und schlief-
lich zur Zerstérung des Kristalls®. Dieser Vorgang wird
in Kapitel 3 quantitativ beschrieben.

Ganz dhnlich ist die Diskussion iiber die Form von
Membranen, welche sich im dreidimensionalen Raum
befinden. Diese sollten aufgrund der langwelligen Ver-
biegungsfluktuationen eine sténdige Faltung besit-
zen'”. Dariiber hinaus kénnen langwellige Fluktuatio-
nen den Kristall zerstéren oder zumindest instabil ma-
chen. Allerdings geht aus theoretischen Uberlegungen
hervor, dass langwellige Verbiegungsfluktuationen an-
harmonisch (nicht linear) an die Schwingungsmoden in
der Kristallebene koppeln und somit stark gedampft
werden. Eine einschichtige Kristallmembran existiert
daher, ist aber gewellt, was auch bei Graphen beob-
achtet wurde!'. Wie spiter gezeigt, skaliert die Ho-
he dieser Verbiegungsfluktuationen mit der Gréfke des
Systems und trigt wesentlich zu den elektronischen
Eigenschaften bei'®. Trotz aller bisheriger Uberlegun-
gen und Untersuchungen (zum Beispiel durch RAMAN-
Spektroskopie®) sind die phononischen Eigenschaften
von Graphen noch wenig verstanden.

Bei der thermodynamischen Stabilitdt spielen neben
den Fluktuationen auch Gitterdefekte eine Rolle. Ei-
ne gewisse Anzahl von Punkt- und Versetzungsdefek-
ten sowie Disklinationen (Verdrehungen) zerstort so-
wohl die translatorische Ordnung als auch die homo-
gene Kristallausrichtung iiber grofere Kristallbereiche
hinweg. Jedem Defekt kann eine gewisse Energie zuge-
ordnet werden, da nur das perfekte Gitter den energe-
tisch niedrigsten Zustand einnimmt. Fiir Punkt- und
Versetzungsdefekte findet man, dass diese Energie in
flexiblen Membranen wegen der Abschirmung durch
Verbiegungen begrenzt ist und ungefdhr der Kohési-
onsenergie entspricht 7. Im Gegensatz dazu divergiert
die durch Disklinationen hervorgerufene Energie loga-
rithmisch mit der Kristallgrofe. Dies bedeutet, dass
lediglich die translatorische Ordnung {iber lingere Di-
stanzen im Kristall zerstort ist, nicht aber die Kristal-
lausrichtung. Allerdings ist in Graphen aufgrund der
stabilen kovalenten Bindungen zwischen den Kohlen-
stoffatomen die Kohirenzenergie so grof, dass auch
translatorische Symmetriebriiche nur eine untergeord-
nete Rolle spielen.

1.2 Phononen in drei- und zweidimen-
sionalen Festkoérpern

Ausgehend von einer einatomigen Basis konnen fiir
einen Wellenvektor k im Dreidimensionalen drei un-
abhingige Schwingungsmoden auftreten, welche sich
durch ihre Polarisation voneinander unterscheiden. Ei-
ne davon schwingt parallel zum Wellenvektor (longi-
tudinale Mode), die anderen beiden senkrecht dazu

(transversale Moden). In der Regel sind die Energi-
en aller drei Moden unterschiedlich grofs, was zu drei
Dispersionszweigen fithrt. Im Fall der einatomigen Ba-
sis sind alle drei Zweige akustisch, d.h. fiir £ — 0 geht
w(k) gegen Null. Die Frequenz des longitudinalen Zwei-
ges ist im Allgemeinen grofer als die der transversalen
Zweige; die Moden konnen aber auch energetisch ent-
artet sein. Fiir die Dispersionsrelationen gilt folgende
Periodizitat

wk)=wk+G) (1)

und Symmetrie

w(k) = w(-k), (2)
wobei G der reziproke Gittervektor ist. Damit enthalt
die Betrachtung eines Oktanden der ersten BRILLOUIN-
Zone die komplette Information der Dispersionsrelati-
on. Uberlicherweise werden die Dispersionsrelationen
entlang bestimmer Richtungen im reziproken Raum
dargestellt. Dafiir werden die Richtungen durch die
Punkte I', X, K und L (Bezeichnung je nach Litera-
tur unterschiedlich) in der BRILLOUIN-Zone definiert.
Dabei ist I' das Zentrum der BRILLOUIN-Zone und es
entsprechen beispielsweise I'X der [100]-Richtung, T K
der [110]-Richtung und I'L [111]-Richtung??.

Abbildung 1.2: Darstellung der Punkte T', X, K, M
und L in der BRILLOUIN-Zone eines a) dreidimensio-
nalen fec-Gitters®? und eines b) heragonalen zweidi-
mensionalen Gitters; Abbildung a):**, Abbildung b):
eigene Abbildung

Ausgehend von einer mehratomigen Base treten

Nz=D-r (3)

Zweige auf, wobei D die Dimensionalitit und r die An-
zahl der Atome in der Einheitszelle ist. Allgemein gilt
fiir die Aufsplittung in akustische und optische Zweige:

D akustische Zweige
D-r—D

(4)
optischeZweige (5)
Die auftretenden Zweige konnen allerdings entartet

sein, sodass die Anzahl sichtbarer Zweige kleiner als
die zu erwartende Anzahl ist.



2 Phononen in Graphen

Die Einheitszelle von Graphen besitzt zwei Atome.
Wiirde man Graphen als rein zweidimensionales Sys-
tem ansehen, ergdben sich zwei akustische und zwei
optische Moden, welche aus den Bewegungen und Stre-
ckungen innehalb der Graphen-Gitterebene resultieren.
Fiir £ — 0 ist die Dispersionsrelation der akustischen
Moden linear in k, fiir die der optischen Moden kon-
stant. Allerdings existiert Graphen im dreidimensio-
nalen Raum, was dazu fiihrt, dass die Kohlenstoffa-
tome auch senkrecht zur Gitterebene schwingen kon-
nen. Daraus ergeben sich eine weitere akustische und
eine weitere optische Schwingungsmode. Diese weite-
ren Schwingungsmoden werden als Biegeschwingungen
(engl. flexural modes’!®) bezeichnet. Die akustische
Mode beinhaltet die Bewegung der ganzen Graphen-
Schicht senkrecht zur Gitterebene, vergleichbar mit
den Schwingungen einer klassischen Membran. Die
optische Mode umfasst die Schwingungen einzelner
Atome gegeneinander und senkrecht zur Gitterebene.
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Abbildung 2.1: Dispersionsrelation von Graphen. Zu
erkennen sind die in der Ebene schwingenden Mo-
den, zu denen die longitudinale optische Mode (LO),
die transversale optische Mode (TO), die longitudinale
akustische Mode (LA) und die transversale akustische
Mode (TA) gehiren. Hinzukommen die senkrecht zur
Ebene schwingende optische (Z0O) und akustische (ZA)
Mode?5; Abbildung:?°

Graphit und zweilagiges Graphen besitzt vier Atome in
der Einheitszelle. In einem dreidimensionalen Kristall
mit kovalenten Bindungen in allen Raumrichtungen
wiirden die Biegeschwingungen in gewohnliche akusti-
sche und optische Schwingungsmoden iibergehen.

Abbildung 2.2: Die zweiatomige Finheitszelle von Gra-
phen (links) und die vieratomige Einheitszelle von Gra-
phit (rechts)?; Abbildung:’

Man wiirde im Fall des Graphit 12 Zweige erwarten.
Da die Schichten in einem Graphit-Kristall (BERNAL-
Stapelung) lediglich durch schwache VAN-DER-WAALS-
Krifte miteinander wechselwirken, bleiben die Biege-
schwingungen in Graphit erhalten, wodurch die Disper-
sionsrelation der von Graphen sehr dhnelt.
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Abbildung 2.3: Dispersionsrelation eines Graphit-
Kristalle. Die Schwingungsmoden des Graphens sind
hier nahezu unverdndert wiederzufinden. T'A stellt die
Richtung senkrecht zu den Graphit-Schichten dar?’;
Abbildung:?°

2.1 Modelle von Schwingungspotentia-

len in Graphen

Die Dispersionsrelation wird in 2.2 iiber das Losen
von Bewegungsgleichungen eines harmonsichen Oszil-
lators bestimmt. Dazu ist es notwendig den HAMIL-
TON-Operator fiir dieses lineare Problem aufzustellen.
Die im Folgenden ermittelten Schwingungspotentiale
entsprechen spiter dem Term der potentiellen Energie
in diesem HAMILTON-Operator.

Ausgangspunkt ist die Annahme, dass eine Verbiegung
des Graphen-Gitters elastische Energie kostet. Geht
man von kleinen Verbiegungen aus, findet man in guter
Né&herung, dass die Energie quadratisch mit der Verbie-
gung wichst. Der Verbiegungsgrad wird iiber den Be-
trag des Vektors Vh bestimmt, der wie in Abbildung
2.4 dargestellt mit dem Normalenvektor der Graphen-
Schicht zusammenhéngt:

1

N=————
1+ (Vh)?

- (z—Vh), (6)

wobel V = (0z,0y) und h = h(r) ortsabhingig ist.
Fiir flaches (nicht gefaltetes) Graphen ist Vh = 0 und
damit VN = 0.



Graphen

Abbildung 2.4: Bestimmung von Vh, dessen Betrag ein
Map$ fiir die Verbiegung der Graphen-Schicht ist; Ab-
bildung: eigene Zeichnung

Im einfachsten Fall liegt Graphen ohne Einfliisse durch
Spannungen und von Substraten vor. Tritt in diesem
Fall eine Faltung auf, ist die Verformungsenergie F al-
lein von der Stérke der Verformung (Vh)? und von der
Steifigkeit x des Graphens abhéngig.

Ey = g/dzr(VN)Q

Die Proportionalitatskonstante « ist dabei mit der Fe-
dernkonstante aus der klassischen Mechanik vergleich-
bar. Geht man durchweg von kleinen Auslenkungen
aus, d.h. (Vh)? < 1, wird der Normierungsfaktor aus
Gleichung (6) eins und man erhélt

(7)

Bo=5 [ (vhp, (8)
Dies ist vergleichbar mit der potentiellen Energie £ =
%Dx2 einer klassischen Feder.

Befindet sich das Graphen unter Spannung, so wird
Energie fiir Verdrehungen im Kristallgitter aufge-
wandt, welche sich mit

% / d®r (Vh)?

beschreiben lédsst, wobei v eine Konstante der Verdre-
hungssteifigkeit darstellt.

Liegt Graphen auf einem Substrat vor, befindet es
sich in dessen elektrostatischen Potential (z.B. durch
VAN-DER-WAALS-Krifte erzeugt). Damit versucht die
Graphen-Schicht der Substratoberfliche zu folgen. Ab-
weichungen vom Verlauf des Substrat kosten wiederum
Energie, welche durch das harmonische Potential %4

Er = 9)

5 [ o) -nePr o)
angendhert werden kann, wobei s(r) den Verlauf der
Substratoberfliche beschreibt und v die Stérke der
Wechselwirkung zwischen Graphen und Substrat wie-
dergibt.

Graphen \/_
Substrat L/_

s(r) hr)

Abbildung 2.5: Skizze zur Darstellung einer Graphen-
Schicht auf einem Substrat fiir die Berechnung der ent-
sprechenden potentiellen Energie Eg; Abbildung: eige-
ne Zeichnung

Frei schwebendes Graphen

Zunéchst wird das Potential von frei schwebendem
Graphen (Gleichung (8)) berechnet. Da die Bewe-
gungsgleichungen, welche zur Dispersionsrelation fiih-
ren, im Impulsraum geldst werden, wird das Potential
iber eine FOURIER-Transformation in den Impuslraum
iiberfiithrt. Fiir die FOURIER-Transformation verwen-
den wir

h(r) = (11)

1
/ A’k e™*Thy .
271'

Zur Vereinfachung wird die r-Abhingig von h nicht
mehr explizit erwdhnt. Weiter berechnet man

V2h (62+82) / d’k e hy
—/dQ [(ika)? + (ik,)2]e

=—— / A’k k2e .
27

—ikr hk

Daraus folgt

/ d’k K™ Iy - / d’k’ k2™ Iy

2< d’k k2hk d2k’k’2hk,)ei<k+k’>r

und

/er (V2h)? =

a/d2r ei(k+k’)r
/d$ /dy ez(k +k)z z(k +k )y

=21 (ks + k) - 2m 0(ky + K
=a27)? 0k + k%)

Mit k’ = —k ergibt sich

Ey = g/dzk by by .



Es wird eine diskrete Anzahl von k-Werten'® betrach-
tet:

(13)

K
:52 E* he by .
k

Nun ldsst sich das Potential in den HAMILTON-
Operator des harmonischen Oszillators einsetzen.

Graphen unter Spannung

Als n#chstes wird das Potential fiir eine Graphen-
Schicht berechnet, welche sich unter Spannung befin-
det. Ausgehend von Gleichung (9) wird zuniichst (Vh)?
berechnet. Aus

1
Vh= - d?k (ik)e™  hy
Y
erhilt man
]. y e ?
(Vh)? = @y / d’k (ik)e™ T hy - / d’k’ (ik*)e™ T hye

d2k d2ka hkhk’ . kk’ 'ei(kJrk’)r

=8

und somit gilt

/d2 (Vh)? 6/d2r etk tk)r

= B3 (2m)? 8(k + k)

Mit k> = —k ergibt sich fiir die elastische Energie

Er = %/ko K2 hichox - (14)

Fir diskrete Werte bedeutet dies

Ep = gzk: k2 by hxc . (15)

Das aus der Spannung resultierende Potential tritt ad-
ditiv zu dem des frei schwebenden Graphens auf.

Graphen auf einem Substrat

Befindet sich die Graphen-Schicht auf einem Substrat,
ergibt sich ein von der Verbiegung unabhéngiger Term
fiir die elastische Energie. Zur Vereinfachung wird der
Parameter d(r) = h(r)—s(r) eingefiihrt. Aus Gleichung
(10) ergibt sich damit

Bs=1 / P (d(r))>2

- /d2 <21/d2k ™ dye )

— 2 2k ezkrd /koa zk’rd s
= ; d?k’ dydy / r et (kHK)r
g P’k [ d*K didio (27)2 5(k + k)

Mit k’ = —k folgt fiir die elastische Energie

(16)

_gz dy d_y
k

Die elastische Energie ist in diesem Fall nicht von k
abhingig.

2.2 Dispersionsrelationen von Phono-
nen in Graphen

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Dispersionsre-
lation von Phononen in Graphen ist der HAMILTON-
Operator des harmonischen Osrzillators. Die jeweilige
potentielle Energie fiir frei schwebendes Graphen, Gra-
phen unter Spannung und Graphen auf einem Substrat
wurden in 2.1 bestimmt. Um auch fiir den Term der ki-
netischen Energie eine quantisierte Darstellung im Im-
pulsraum zu erlangen, wird ein Impulsoperator Py ein-
gefiihrt, der durch den Kommutator

(i, Pr] = 0y xe! (17)

definiert ist. Somit lautet der HAMILTON-Operator

(18)

H= Z{ PkP_k+E}

wobei o die zweidimensionale Massendichte von Gra-
phen ist. Natiirlich kann man nun durch Losen der HEI-
SENBERG’schen Bewegungsgleichungen fiir Operatoren
die Dispersionsrelation ermitteln. Einfacher ist es je-
doch Gleichung (18) mit dem bekannten Problem ei-
nes klassischen Federpendels zu vergleichen, fiir dessen
HAMILTON-Operator gilt

2 1
H—L+ mw2x2

2m 2 (19)

wobei m die Masse der Feder, w die Frequenz und x
die Auslenkung von der Ruheposition ist. Setzt man
m mit der zweidimensionalen Massendichte o gleich,
l&sst sich die Dispersionrelation direkt aus Gleichung
(19) ablesen. Die Losungen werden im Folgenden auf-
gefiihrt.



Frei schwebendes Graphen

Gemifs Gleichung (18) gilt fiir den HAMILTON-
Operator fiir frei schwebendes Graphen

Hy=>_ 1p P+“—k4hh (20)
O—k20_7kk e
Durch Vergleichen der Terme fiir die potentielle Ener-
gie aus Gleichung (19) und (20) findet man

ow? = kk* (21)

und damit die Dispersionsrelation fiir langwellige Pho-

nonen
K
wflew(k) = A/ ;ka

Fiir spatere Betrachtungen wird es von Bedeutung
sein, dass diese quadratisch von k abhéngt.

(22)

An dieser Stelle soll eine einfache Methode gezeigt
werden, wie sich die Steifigkeit x des Graphens aus
den mechanischen Eigenschaften von Graphit be-
stimmen lisst. Dazu wird angenommen, dass die
VAN-DER- WAALS-Wechselwirkung zwischen einzelnen
Graphit-Schichten sehr schwach ist. Wenn sich aber
die Schichten kaum beeinflussen, kann man in guter
Naherung davon ausgehen, dass die Verformungseigen-
schaften des gesamten Schicht-Systems denen einzelner
Schichten sehr #hnlich sind®. Die Verformungseigen-
schaft wird in Graphit durch den Elastizitdtsmodul Y
(Youna’scher Modul) und in Graphene durch die Stei-
figkeit k beschrieben. Der Elastizitdtsmodul kann mit-
hilfe einer Resonanzfrequenzmessung bestimmt wer-
den?. Die Dispersionsrelation in Graphit ergibt sich

dabei zu
Y
v(k) = ([ —tk?
(k) =4/ 5

wobei p = % die Massendichte im Dreidimensionalen
ist'®. Ausgehend von der Uberlegung, dass Graphit
und Graphene vergleichbare Verformungseigenschaften
haben, werden Gleichung (22) und (23) gleich gesetzt,
woraus folgt

(23)

k=Yt (24)
t ist der Abstand zwischen den einzelnen Graphit-
Schichten. Mit Gleichung (24) ist es moglich aus Mes-
sungen an einer makroskopischen Graphit-Probe die
Steifigkeit x von Graphen zu bestimmen. Fir ¥ =~
10" N/m und ¢ ~ 3,4 A erhilt man x ~ 1eV 18, Die-
ser Werte wurde auch experimentell bestiitigt . Die
Grofenordnung von x wird in Kapitel 3 fiir Abschét-
zungen zur Phononenzahl bendtigt.

Graphen unter Spannung

Befindet sich Graphen unter Spannung, ist der Term
fiir die potentielle Energie durch die Summe von Fj
und Er gegeben. Geméf Gleichung (13) und (15)
ist der HAMILTON-Operator dieses Problems gegeben
durch

1 Kk ~k?
Hr = —P B —h_xh —hy h_
T ;{20 kfx + 5 khx + 5 k}
(25)

Nun wird in Analogie zum frei schwebenden Graphen
die Dispersionsrelation durch Vergleichen mit Glei-
chung (19) ermittelt, wobei man zunéchst den Zusam-
menhang

ow? = kk* 4+ yk? (26)
abliest und diesen zur Dispersionsrelation
wik) =k Zk2 4+ 2L, (27)
o o
umformt.
w(k)
k

Abbildung 2.6: Qualitativer Verlauf von w(k) gemdf
Gleichung (27). Es ist zu erkennen, dass der Graph
fiir kleine k-Werte linear verliuft; Abbildung: eigene
Zeichnung

Wesentliche Aussage dieses Ergebnisses ist, dass im Ge-
gensatz zum frei schwebenden Graphen die Dispersi-
onsrelation hier fiir kleine k-Vektoren linear ist.

Graphen auf einem Substrat

Die gesamte potentielle Energie von Graphen auf ei-
nem Substrat ist durch die Summe von Ey und Eg
gegeben. Gemif Gleichung (13) und (16) ist der Ha-
MILTON-Operator dieses Problems gegeben durch

1 kk* v
Hg = —P B —h_kh —dy d_
S ;{20 kk+2 kk+2k k}
(28)



Da der Term dy d_y aus Mischtermen von hy und sy
besteht ist die Dispersionsrelation im Gegensatz zu den
zuvor betrachteten Fillen nicht mehr einfach ablesbar.
Auf eine analytische Auswertung soll an dieser Stelle
verzichtet und eine rein qualitative Aussage gemacht
werden. Am Ort r erh6ht sich durch die Anwesenheit
der Substrat-Graphen-Wechselwirkung die Riickstell-
kraft der Kohlenstoffatome im Graphen. Verglichen mit
dem klassischen Federnproblem erwartet man bei einer
hoheren Riickstellkraft eine hohere Frequenz w(k). Es
ist daher zu erwarten, dass der Zusatzterm in Hg zu ei-
ner Erhohung der Frequenz zumindest um einen von k
unabhingigen Betrag fiihrt. Dieser Betrag ist im All-
gemeinen von den Eigenschaften der Wechselwirkung
abhéngig.

3 Faltung von Graphen

Die Struktur von Graphen ist auf die Existenz der
Biegeschwingungs-Phononen zuriickzufiihren und wird
durch deren Anzahl NN, charakterisiert. Dabei lassen
sich im Wesentlichen drei Falle voneinander unterschei-
den.

Nph — 0 (29)
0 < Npp < 00 (30)
Nph — OO (31)

Sind auf der Graphen-Schicht keine Biegeschwingungs-
Phononen vorhanden, ist Graphen flach, also es liegt
ein rein zweidimensionales Gitter vor. Ist die Phono-
nenzahl gréfer als Null kommt es zur Faltung von Gra-
phen. Da sich Amplituden von iiberlagernden Wellen
addieren, kann eine unendliche hohe Anzahl von ins-
besondere langwelligen Phononen zu einer lokal sehr
grofsen Amplitude fiihren, was die Graphen-Schicht
zerstort. Die kritische Amplitude, ab der ein Kris-
tall schmilzt, ist bereits bei endlichen Werten von
N erreicht. Nachdem LINDEMANN-Kriterium liegt die
kritische Amplitude bei ungefdhr einem Zehntel des
interatomaren Abstandes!!. Graphen ist aber auch
noch bei Amplituden bis mindestens 10nm stabil?!,
sodass das LINDEMANN-Kriterium hier nicht erfiillt ist.
Da die kritische Amplitude aus statistischen Griinden
nicht iiberall gleichzeitig auftritt und die Haufigkeit ih-
res Auftretens von der Temperatur abhéngt, geht eine
Graphen-Schicht mit steigender Phononenzahl allm&h-
lich von wenigen grofen Clustern (langreichweitige
Ordnung) in immer kleinere Cluster (keine langreich-
weitige Ordnung) iiber2!. Schlieflich verschwindet die
Ordnung und Graphen schmilzt.

Im Folgenden soll das Verhalten der Phononenzahl
bei unterschiedlichen Rahmenbedingungen betrachtet
werden. Die Anzahl der Phononen ergibt sich durch
Integration iiber die BOSE-EINSTEIN-Besetzungszahl:

1
Nph = (27‘_)2/(121( Nk, (32)

wobei

(33)

die BOSE-EINSTEIN-Besetzungszahl mit 5 = 1/kgT
und F = fw ist. w = w(k) entspricht der Disper-
sionsrelation fiir die jeweilige Rahmenbedingung (frei
schwebend, Spannung, ...). Um das Integral besser be-
rechnen zu konnen, geht man in Polarkoordinaten iiber
und erhélt

Npp =
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Frei schwebendes Graphen
Setzt man Gleichung (22) in (35) ein, erhilt man mit

a=Bh(2)" K
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Bei endlichen Temperaturen divergiert das Integral fiir
k — 0 logarithmisch. Dies fiithrt zu einer unendlichen
Phononenanzahl im thermodynamischen Limes. Nach
den bisher angestellten Uberlegungen kann Graphen
unter diesen Umsténden nicht existieren. Bisher wurde
allerdings von einer unendlich ausgedehnten Graphen-
Schicht ausgegangen. Betrachtet man Systeme mit end-
licher Ausdehnung L, so kann man unter Beriicksich-
tigung periodischer Randbedingungen in guter N&he-
rung davon ausgehen, dass es eine grofste Phononen-
Wellenldnge Aq. gibt, welche in der Grofienordnung
von L liegt. Dies fiihrt zu einem minimalen Wellen-
vektor von kpin, = 27/L, bei dem der divergierende
Teil des Integrals abgeschnitten werden kann, sodass

o\1/4 on .
Qmin =~ \/ﬁ (;) / % und damit

11 [o1 (o \1/2 28
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A R (36)

ist. Mit Einfiihrung der thermischen Wellenldnge

. k:T (;)1/4 (37)



erhélt man schlieftlich

T 1
T 1—e 1%

Die Anzahl der Biegeschwingungs-Phononen ist damit
abhéngig von der Grofle des Systems und der Tempe-
ratur. Fiir die Diskussion der Phononenzahl betrachten
wir zwei Grenzfille:

e L < Lr: In diesem Fall gilt N,;, ~ z—glnﬁ,
d.h. die Phononenzahl divergiert logarizhmisch
mit der Grofle des Systems. Aber auch fiir ho-
her werdende Temperaturen nimmt die Phono-
nenzahl stetig zu, was intuitiv nachvollziehbar ist.

Dies bedeutet, dass das System bei endlichen
Temperaturen keine strukturelle Ordnung besit-
zen kann 2.

e L > Lp: In diesem Fall geht der Term im Lo-
garithmus gegen eins, wodurch der Logarithmus
durch sein Argument angenihert werden kann.
Man erkennt nun, dass die Phononenzahl expo-
nentiell mit der Grofle des Systems auf Null ab-
fallt. Dies fiihrt zu dem Schluss, dass bei aus-
reichend geringer Temperatur das System vollig
flach werden kann'8.

Anhand von Zahlenbeispielen soll nun gezeigt werden,
dass unter Normalbedingungen und Ausdehnungen
der Graphen-Schicht von wenigen Mikrometern der
Fall L < Ly iiberwiegt:

1. Frei schwebendes Graphen bei Raumtemperatur:
Typische Werte sind k ~ 1eV, p ~ 2200 kg/m?,
t=3,4A (0 ~ 7,5%10 " kg/m?) und T ~ 300 K.
Damit ergibt sich eine thermische Wellenldnge
von Ly = 1.&, die damit um vier Grofenord-
nungen kleiner als L ~ 10~%m ist.

2. Frei schwebendes Graphen bei 0,01 K:
Damit ergibt sich eine thermische Wellenlidnge
von Lr ~ 1000 A, die damit immernoch um eine
GroRenordnung kleiner als L ~ 1075 m ist.

Man sieht, dass sich frei schwebendes Graphen in die-
sem Modell selbst bei extrem niedrigen Temperaturen
nahe des absoluten Nullpunktes immer noch faltet.

Lzum Beispiel bei einer Rh(111)-Oberfliche

Oberfldchen-Normale

Oberflachen-Normalen

Abbildung 3.1: Die Biegeschwingungen lassen sich mit
dem LEED-Verfahren beobachten. In einem flachen
Graphen-Kristall (a) sind die BRAGG-Stdbe (LAUE-
Bedingung fiir zweidimensionale Kristalle®), welche
parallel zu den Oberflichen-Normalen sind, scharf aus-
gebildet (b). Bei einem gewellten Kristall (¢) ergeben
sich die Reflexe aus der Uberlagerung von leicht zu-
einander verdrehten BRAGG-Stdben (d). Dies fiihrt zu
einer Verbreiterung der Reflexe, was ein Maf fiir die
Unebenheit des Graphen-Kristalls darstellt4; Abbil-
dung: 4

Bisher wurde ausschliefslich ein ungestortes, perfektes
Graphengitter mit kleinen Verbiegungen betrachtet.
Treten nichtlineare Effekte aufgrund von Gitterdefek-
ten?°, Phonon-Phonon-Wechselwirkung!® (zwischen
Biegungsschwingungen und innerplanaren Schwingun-
gen) oder grofen Auslenkungen?® auf, kommt es zur
Verdnderung der Gitter-Steifigkeit. In numerischen Si-
mulationen! wurde gezeigt, dass durch nichtlineare Ef-
fekte frei schwebendes Graphen bei niedrigen Tempe-
raturen® durchaus flach werden kann.

Graphen unter Spannung

Wie bereits in 2.1 erwdhnt, dndern sich die Verfor-
mungseigenschaften von Graphen, wenn es sich un-
ter Spannung oder auf einem Substrat befindet. So
kann ein- oder zweilagiges Graphen, das auf einem Ge-
riist liegt, eine statische Faltung aufweisen!®4, Ge-
méf Gleichung (27) ist die Dispersion in diesem Fall
fir kleine k-Werte linear. Das Integral in Gleichung
(32) konvergiert damit im Infraroten (k — 0), sodass
sich - unabhéngig von der Gréfse des Systems - eine
endliche Phononenzahl einstellt. Bei endlichen Tempe-
raturen ist das Graphen auch hier gefaltet. Allerdings
kann fiir T — 0 eine sehr kleine Phononenzahl erhalten
werden, d.h. Graphen ist unter diesen Umsténden an-
ndhernd flach. Bei frei schwebendem Graphen ist das
unter Normalbedingungen nur bei sehr kleinen Clus-
tergréfien von hochstens wenigen Nanometern Durch-
messer moglich.



Graphen auf einem Substrat

Liegt Graphen auf einem Substrat vor, wechselwirkt es
mit dem Potential des Substrats und nimmt die ener-
getisch giinstigste Struktur ein. Diese Struktur kann je
nach Substrat! periodisch sein, wobei dem Graphen-
Gitter ein Ubergitter auferzwungen wird. Auf diesem
Ubergitter konnen sich wiederum Cluster periodisch
anlagern, was interessante technische Anwendungen !9
in Aussicht stellt.

Abbildung 3.2: Graphen auf einer Rh(111)-Oberfliche.
Die Graphen-Schicht faltet sich periodisch tiber dem
Substrat, sodass ein Gitter entsteht, dessen Gitterkon-
stante etwa eine Griflenordnung gréfler als die von
Graphen selbst ist; Abbildung:'?

Ist die Graphenschicht von einer diinnen metallischen
Sperre durchzogen kommt es zur Elektron-Phonon-
Wechselwirkung, welche fiir eine Ddmpfung der Biege-
schwingungen aufgrund von Streueffekten verantwort-
lich ist2%. Dieses Phiinomen wurde bereits in Graphen-
Resonatoren beobachtet?.

4 Zusammenfassung

Die Stabilitdt und Struktur von Graphen ist auf die
Existenz und das Verhalten der Biegeschwingungen zu-
riickzufiithren. Wegen dieser senkrecht zur Graphen-
Schicht auftretenden Schwingungen ist Graphen kein
rein zweidimensionales System mehr, sondern wird als
quasi-zweidimensional bezeichnet. Die Dispersionsrela-
tion der Biegeschwingungen fiir kleine Wellenvektoren
k hingt bei frei schwebendem Graphen quadratisch von
k ab. Dies hat zur Folge, dass die Phononenanzahl fiir
k — 0 divergiert und Graphen nicht frei schwebend
existieren konnte. Allerdings sind die Phononenwellen-
langen aufgrund periodischer Randbedingungen in ei-
ner endlich ausgedehnten Probe nicht grofer als diese
selbst. Damit tritt nur eine endliche Anzahl an Phono-
nen auf, welche von der Grofe der Graphen-Schicht
und von der Temperatur abhingt. Dies fithrt dazu,
dass frei schwebendes Graphen unter Normalbedingun-
gen immer gefaltet ist. Es wurde gezeigt, dass nur fiir
sehr kleine Probengrofien und Temperaturen nahe dem
absoluten Nullpunkt frei schwebendes Graphen in an-
ndhernd flacher Form vorkommen kann. Befindet sich

Graphen unter Spannung ist die Dispersionsrelation li-
near in k. Als Konsequenz hingt die Faltung nicht mehr
von der Probengréfe ab, sondern nur noch von der
Temperatur. Um anndhernd flaches Graphen vorfin-
den zu kénnen, reicht es in diesem Fall aus, lediglich die
Temerpatur weit genug abzusenken. Liegt Graphen auf
einem Substrat vor, wird die Struktur von der des Sub-
strats beeinflusst. Stérungen im Gitter und Elektron-
Phonon-Wechselwirkungen mit angrenzenden Metall-
schichten dampfen die Biegeschwingungen, sodass mit
Zunahme dieser Effekte die Existenz von flachem Gra-
phen begiinstigt wird.
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