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1 Ladungstriagerdichte
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Die Ladungstriagerdichte kann durch Anlegen einer Spannung Vyate beeinflusst werden
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Die Zustandsdichte D(e) konnen wir bestimmen iiber
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mit einem Faktor zwei aus der Spinentartung und einen Faktor zwei, weil wir zwei Dirac-Punkte
in der Einheitszelle haben.
Die Ladungstrigerdichte um den Dirac-Punkt herum erhalten wir iiber
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was zeigt, dass die Ladungstréagerdichte direkt am Dirac-Punkt verschwindet.

2 Ballistischer Transport in reinem Graphen

Wir wollen von reinem Graphen ausgehen, also von wenigen Stérungen innerhalb der Kristall-
struktur und auch wenigen langreichweitigen Streuern in der Unterlage des Graphen.

Die Bedingung der Reinheit lésst sich auch so formulieren, dass die freie Weglédnge der Elektro-
nen grofer sein soll als die Lénge und grofer als die Breite des Graphen sein soll. In diesem Fall
kénnen wir die Elektronen im Graphen als Wellen betrachten und der Ladungstragertransport ist
ballistisch.

2.1 Landauer Formel

Bei Anlegen einer kleinen Spannung an einen endlichen Streifen eines bestimmten reinen Kristalls
erhalten wir einen Strom, welcher proportional zur Anzahl der offenen Kanéle N und zur Trans-
missionwahrscheinlichkeit durch einen Kanal ist.

Aufgrund der endlichen Abmessungen des Streifens bekommen wir diskrete Dispersionsrelationen,
was dazu fiihrt, dass je nach Hohe der Fermienergie nur eine begrenzte Anzahl von Ladungstrigern
durch die angelegte Spannung ihren Wellenvektor dndern kénnen. Diese Ladungstragerwellen ver-
ursachen den Stromtransport und werden als offene Kanéle bezeichnet. An den Kontakten kénnen
diese Wellen reflektiert werden, was erklart, dass die Leitfahigkeit proportional zur Transmissions-
wahrscheinlichkeit der Wellen durch den Streifen ist.
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Die Leitfahigkeit durch den Streifen ergibt sich iiber die Landauer Formel zu

4.¢e2
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mit der Anzahl an offenen Kanale N und der Transmissionswahrscheinlichkeit T, durch den Kanal
a.

2.2 Losung der Dirac-Gleichung unter Randbedingungen

y
WA

0,505, @
= = ]

0_

Hamiltonian am Dirac-Punkt K

H=—h-vp- <181(18y iaxaray) +V(z)- <(1) (1)> + M(y) - <(1) _01> (6)

Die Randbedingungen sind gegeben durch

V(z <0) = Vikontakt (7)
V(z>L) = Vkontakt (8)
V<z<L) = Vgt (9)
My>W) — o (10)
M(y<0) — oo (11)
MO<y<W) = 0 (12)

Die Kontaktspannung Vikontakt im Ubergangsbereich zwischen dem Kontakt aus Metall und dem
Graphen lésst sich dadurch erkldren, dass die Ferminiveaus in den beiden Materialien unterschied-
lich sind. In der Ubergangszone, in der es zu einem Uberlapp der Wellenfunktion kommt, wandern



vereinfacht gesagt entweder Elektronen aus dem Metall in das Leitungsband des Graphen, oder
Elektronen aus dem Valenzband des Graphen wandern in das Metall. Damit kommt es zur Anglei-
chung der Fermi-Niveaus (Thermisches Gleichgewicht) an der Grenzschicht. Weiter entfernt von
der Grenzschicht macht sich dieser Effekt nicht mehr bemerkbar.

Metall © Uebergangs- nnerhalb
- schicht des Graphen
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Das Anheben oder Absenken des Ferminiveaus in der Grenzschicht fithrt zu dem Kontaktpotenzi-
al, welches wir durch ein Rechteckpotenzial annéhern.

Die masselose Dirac-Gleichung am Dirac-Punkt K in z-Richtung innerhalb des Graphen und
in den Randbereichen der Kontakte lautet damit

Cheop (iﬁxo—ay iazar&y) (&’/g) —(E-V(2))- (ig) (13)

Entkoppeln der Differentialgleichungen

R vp(=07 — 0;)¥g = (E—-V(z))® Up (14)
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Ansatz fiir eine Losung mit einer in x-Richtung propagierenden Welle

e = (i) = (e () e ()

Wir erhalten durch Einsetzen des Ansatzes (16) in die entkoppelte Differentialgleichung (14) die
Energiebeziehung
(E-V(x)>=h"vp- (kI +k]) (17)

Aus Gleichung (15) erhalten wir durch Einsetzen des Ansatzes (16)

eyt pemihuy g, = Eiw‘;(x) (ky (e R0 ¥ .5y e ol g55) —ik, (e FvY.5) +e P . 55)) (18)
Ein Sortieren nach Termen mit e'*v¥ und e '*v¥ ergibt die Zusammenhinge
tiy, = My -s; und (19)
to = Ng-So, (20)
mit den Faktoren
My = s (b —iky) (21)
Ny = e (ko +iky) . (22)
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Nun wollen wir benutzen, dass mit Hilfe der Energiebeziehung (17) gilt
My - N, =1 (23)

und erhalten damit fiir die Wellenfunktion im Graphen
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Eine Beziehung zwischen den Vorfaktoren s; und dem umdefinierten ¢, kénnen wir im Folgenden
mit Hilfe der Randbedingungen an den Kanten y = W und y = 0 fiir eine unendliche Masse und
einen verschwindenden Strom aufterhalb.

2.2.1 Lokale Stromdichte aufierhalb des Graphen
Der Hamilton-Operator mit Masse M (y) am Dirac-Punkt K auRerhalb des Graphen lautet

H:—i~h-vp~5(gz>+M(y)~<é _01> . (25)

Die Zeitentwicklung des Elektronenortes nach dem Ehrenfest’schen Theorem ergibt
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Damit erhalten wir die lokale Stromdichte jlok an der Position 7
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Der Strom auflerhalb des Graphen senkrecht zur Kante verschwindet, dies ist equivalent mit den
Bedingungen

- - « sy (0 —1 v
> W) =0 e g (] ) (32) =0 (28)
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Jiok(y <0) -7 =0 & (P, T%) (1 0 ) (\I/Q) =0 (29)
und damit gilt aufserhalb des Graphen
Uy 0
£ = . 30
- (30)

Setzen wir komplexe Zahlen U4 =a+b-iund ¥Yg = c+d-1i an, so erhalten wir

Upy _ ac+bd+(cb—ad)-i (31)
\IIB o C2 + d2 ’

YR act bd—;— (ad — ¢b) -1 . (32)
s 2+ d?

Folglich muss der Quotient i—g reell sein.



2.2.2 Randbedingungen aufierhalb - Nidherung der geglitteten Kanten
Die Dirac-Gleichung am Dirac-Punkt K auRerhalb des Graphen ist gegeben durch

ot ) )0 () () e

Ein Entkoppeln der Differentialgleichungen fiihrt auf

R vp (=02 —02)¥s = (E—M(y)  (E+M(y)) ¥p (34)
Uy = (_;%‘/F)(iam +0,)Tg (35)

Als Ansatz fiir das Gebiet mit y > W wihlen wir

U(z,y) =e =T o WY, (Z) (36)

und im Gebiet y < 0 setzen wir an

P =l =T, o2y, (2) . (37)

mit g, > 0 damit die Wellenfunktion normierbar bleibt.

Der Ansatz fiir derartige Wellenfunktionen aufserhalb des Graphen und der spéter folgenden Bedin-
gung fiir die Stetigkeit der Wellenfunktion an den Kanten wird auch als Naherung der geglédtteten
Kanten bezeichnet.

Die Ansitze fiir die beiden Raumgebiete setzen wir in die entkoppelte Differentialgleichung (34)
ein und erhalten die Energiebeziehung

E*—M(y)?=hvp- (2 —q) (38)

was der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung (mit Fermi-Geschwindigkeit vg) entspricht

E= o5+ My . (39)

Aus Gleichung (35) erhalten wir durch Einsetzen des Ansatzes die Beziehungen

h-UF

a = B M(y) (Qz + Qy) b, (40)
h-UF
¢ = oyt @ w)d (41)

und damit sind die Quotienten § und ¢ reell, was mit der Bedingung des verschwindenden Stromes
senkrecht zur Kante dquivalent ist.
Losen wir die Energiegleichung (38) nach g, auf und setzen dies in ¢ ein, erhalten wir

a g My)+E h2 vp
a_ Y + 2 -1 42
b E-M(y) " \/ My)—E " (M(y) - B % e (42)

und mit dem Grenziibergang fiir eine unendliche Masse gilt damit fiir das Verhéltnis der beiden
Wellenfunktionen W5 und ¥y an der Kante y = W
Ua
faliad =_1. 4
) (13)
Analog ergibt sich fiir eine unendliche Masse im Raumgebiet y < 0

C
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und damit gilt an der Kante y =0
Ua
Up
Aufgrund der Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktion kénnen wir dariiber einen Zusammenhang
zwischen den Vorfaktoren der Wellenfunktion im Graphen s; und ¢, bestimmen, was wir im néchs-
ten Unterabschnitt machen werden. Des weiteren erhalten wir dariiber die Quantisierungsbedin-
gung fiir den Wellenvektor in y-Richtung.

0)=1. (45)

2.2.3 Quantisierungsbedingung des Wellenvektors in y-Richtung

Wir gehen von der Wellenfunktion im Graphen (24) aus und erhalten wegen der Stetigkeit an der
Kante y = W und damit der Bedingung (43)

S1 - Mk .eikyW +to .e_ikyW — _(31 .eikyW +tg - Mk .e_ikyw) (46)

Daraus ergibt sich

81'(Mk*1)'eikyw = 7t2~(Mk71)~67ikyW (47)
t2 _ _Q2iky W (48)
S1

An der Kante y = 0 erhalten wir mit (45)
81 M+t =51 +t2- My (49)
Daraus ergibt sich die Gleichheit der beiden Vorfaktoren
s1 =1tz . (50)
Aus Gleichung (48) erhalten wir nun mit
Q2iky W _ 1 _ dim(2nt1) (51)
flir eine natiirliche Zahl n die Quantisierung der y-Komponente des Wellenvektors

k, 2n+1) . (52)
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Die Wellenfunktion ist jetzt bis auf Normierung bestimmt

U(z,y) = el ke g . (eikyy (]\fk) 4 e ihyy (]\if;) ) . (53)

2.3 Transmissionswahrscheinlichkeit
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Wir machen folgenden Ansatz fiir die propagierenden Wellen durch einen Kanal n

vl(z) = elkz e (‘%’5) + 7y eikam (%"5) (54)

i) = ageter (M) peiter () (55)
\I’R(w) = tne“;”(:”_L) (%’5) (56)

Dieser Ansatz ist verkiirzt, da Terme mit e'*v¥ und ek ¥ zu gleichen Bedingungen fiihren. Der

Phasenfaktor e 1*+ L kann zur leichteren Rechnung ohne Beeinflussung der Transmission T}, =
tr - t, eingefilhrt werden. Die Wellenvektoren sind bestimmt iiber die Energiebeziehungen

(B — Vgate)2 = ’U% (k?c + k;) (57)
(E — Viontakt)® = h?vp (k2 +k2) (58)
Mit der Bedingung fiir die Stetigkeit der Wellenfunktion bei z = 0 und z = W, also

v (0) v (0) (59)
UML) = WL (60)

erhalten wir nach langer Rechnung fiir den Transmissionskoeffizient ¢,

(1+M2)- (1+ M)

tn, = — - .
ke L (M — My)? + ek L - (1 + M; My)?2

(61)

Zur Vereinfachung der Gleichung lassen wir das Kontaktpotenzial Viontake — 00 nach unendlich
gehen, also wir machen die Ndherung, dass das Kontaktpotenzial grof ist gegen der Gatespannung
Vgate. Daraus folgt fiir den Koeflizient

h'UF g . F”]F (E - VKontakt)2 .
M = —(ky —i-ky) = . —kZ—i-k,)—1. (62
k E - VKontakt ( ' U) E— VKontakt (\/ h? 'U}% v t ( )

und weiter gilt, dass die Anzahl der gedffneten Kanéle N auch gegen unendlich geht, da die Fermi-
Energie in der Ubergangsschicht am Kontakt gegen unendlich geht.
Der Transmissionskoeffizient wird zu

2+2 M} Ky

t, = — ; = . 63
ST TP+ m LA GE by eon(h D) - S s ()
Am Dirac-Punkt, also bei E = 0, erhalten wir
242 M2 k.
tn = 2k (64)

etfe L (1= My)? +e ke b (L4 M)k, cos (ko L) + ¥ i sin (k, L)

und bei verschwindender Gatespannung Vgate = 0 bekommen wir aus der Energierelation (17) die
Beziehungen

k2 = —ki (65)
= kp, = =ik, (66)
und damit ein Ergebnis fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit fiir einen Kanal n
1

cosh® (5 (n+3))

T, =ty tn=



2.4 Leitfihigkeit fiir reines Graphen
Die Leitfahigkeit ergibt sich mit Hilfe der Landauer-Formel zu

G = 4e? i 1 (68)
h i eosh® (5 (n+3))

Die Leitfahigkeit fiir den zweiten Dirac-Punkt fiihrt ziemlich analog zum gleichen Ergebnis, was
uns einen Faktor zwei liefert. Der andere Faktor zwei kommt von der Spinentartung.

Wir erhalten also eine endliche Leitfahigkeit am Dirac-Punkt, obwohl dort eine verschwindende
Ladungstriagerdichte vorherrscht. Die Grofsenordnung dieser Leitfadhigkeit wurde auch in Versuchen
verifiziert, obwohl in diesen Versuchen die eigentliche Voraussetzung der Reinheit nicht erfillt war.
Die Unterlage auf welches das Graphen aufgedampft wurde, war durch zuféllig verteilte geladene
Streuzentren verunreinigt. Was uns zu einem Modell fiir diffusiven Transport fithrt. Dieses Modell
wollen wir im nachsten Kapitel besprechen.

3 Beschreibung von diffusivem Transport in Graphen

Die bisher realisierten Graphenschichten sind auf Schichten aufgedampft, die mit statistisch un-
abhiingig verteilten geladenen Streuzentren in der Gréfenordnung von 100 - 1010 ﬁ verunreinigt
sind. Aufgrund der damit einhergehenden relativ kurzen freien Wegldnge der Elektronen liegt es

nahe, diese als Wellenpakete und nicht mehr als propagierende Wellen zu beschreiben.

Unser Problem besitzt eine rdumlich homogene stationdre Verteilungsfunktion f fiir die Elek-
tronen . .

flk,7,t) = f(k) (69)
Ist es uns moglich diese Verteilungsfunktion zu bestimmen, so kénnen wir dariiber ganz einfach
die Stromdichte j durch das Graphen berechnen, denn es gilt

}':426%%) (70)
3

mit der Spinentartung und dem Faktor 2 aufgrund der zwei Dirac-Punkte K und K'. .

Die Verteilungsfunktion f(k) kann dargestellt werden iiber eine Verschiebungsfunktion g(k) der
Verteilungsfunktion f°(k) bei keinem angelegten elektrischen Potential, also im Gleichgewicht. Es
gilt

FOR) = fO(k) + g(k) . (71)
Die Verschiebungsfunktion ist dem angelegten Feld proportional
g(k) x E - - vp - cos(p) (72)
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Die Verteilungsfunktion &ndert sich zum Einen aufgrund der Beschleunigung durch das elektrische
Feld und zum Anderen durch die Streuung der Elektronen an Storstellen in der Unterlage des
Graphen. Mit Hilfe der Boltzmann-Gleichung

of(k)y  of(k of(k
3 (k)  Of(k) (k)

ot Feld

ot ot =0 (73)

Streuung

lassen sich dann die beiden Anderungen der Vertejlungsfunktion in Relation setzen und wir kénnen
die explizite Form der Verschiebungsfunktion g(k) bestimmen.
Der Einfluss des elektrischen Feldes kénnen wir in linearer Néherung schreiben als

f(k) _ 0f(k) deg ;-  0f%(ex)

=2 Tk e B ¢ — - F 74
ot o Ok De;: UF (74)

dabei benutzten wir (72). Der Einfluss der elastischen Streuung ergibt sich zu

— —

OISO - (1 1R QU — Ry — 1) - (L— FF) QU —F)] (75)
hs
= > (9(K) —g(k)-Qlk = k'), (76)
P2
dabei ist Q(E Sy ) die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir ein Elektron vom Zustand der durch den
Wellenvektor & bestimmt ist in den Zustand & zu gelangen. Dieser Term ist wie sich zeigen wird
in der verwendeten Niherung symmetrisch. Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die Streuung ist
weiterhin davon abhingig, wie viel freie Zustéinde 1 — f(k) und wie viel besetzte Zustéinde f (K’ )
vor der Streuung vorhanden sind. Die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht héngt nicht von der
Richtung des Wellenvektors k ab und ergibt deshalb in der Ndherung, in der Energieerhaltung
gilt, keinen Beitrag.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit kénnen wir mit Fermis Goldener Regel fiir statistisch unabhéngig
verteilte Streuzentren berechnen

Qk — &)=

In dieser Naherung gilt sowohl die schon angesprochene Energieerhaltung, als auch die Symmetrie
zwischen k und k. n; steht fiir die Dichte der geladenen Streuzentren. Die Fouriertransformierte
des elektrischen Potentials V(R) eines Streuers kénnen wir berechnen

_ o 12
V(k— &)

hA “O(eg —€p) - n (77)

[e’s) 27
1 .
V@) = a- / / L giar(eos-0) g dy (78)
0 o T
° 2
= a27r/ Jo(gr)dr = i} , (79)
0 q
mit der Konstanten 0
e

und der Ladung eines Streuers (). Weiter benutzten wir die Normiertheit der Besselfunktion Jy(z).
Der Streuterm lasst sich damit weiter umformen zu
2
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Im vorletzten Schritt benutzten wir die Proportionalitét der Verschiebungsfunktion (72), den Kosi-
nussatz, sowie die Eigenschaft, dass das Integral in den Grenzen 0 und 2 7 iiber eine Sinusfunktion
verschwindet.

Mit der Boltzmann-Gleichung erhalten wir nun

e 5. 00w
h 86,;

. a?2rn; -
'h'UF'elg:mg(k) (84)

und damit fiir die Verschiebungsfunktion

ekvih 3f0(e,;)

a?2m?n;  Oeg

g(k) = (E-ep) . (85)

Dies bestétigt unsere vorher gemachte Annahme eines linearen Zusammenhangs (72) zwischen

Verschiebungsfunktion und elektrischen Feld.

Bei verschwindender Temperatur 7' = 0 K ergibt sich fiir die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht

eine Stufenfunktion. Fiir die Ableitung nach der Energie erhalten wir dann eine Deltafunktion
af° 1

Berticksichtigen wir noch, dass die Stromdichte im Gleichgewicht im Mittel verschwindet, erhalten
wir die Stromdichte

= 27 [e%¢]
: (k) / / dk_ ke?vd h o
g 4 = :4 ~ o o - _aE i
J Ze koA de (2m)?2 2772a2n16(k ) (€ E) & (87)
E 0 0
k 2 271 2T ( ) ( )
F e~ Vi cos(p E, cos(p
= _— d . N M .
27r4nia2/ ¢{<Sln(@)) <Ey>} (5111(@)) (88)
0
Ey =0
“—  hkie?vi 7T e’ vg h
=~ il g SR =—— _.n-EF.¢&.
24 n; a2 0 272 n; o2 " ‘o (89)

Legen wir also ein elektrisches Feld in z-Richtung an, so erhalten wir einen Strom der auch in
z-Richtung gerichtet ist.
Die Spezifische Leitfihigkeit mit
e2vi h
F

c=—"_n
2712 n; a2

(90)
ist proportional zur Ladungstragerdichte n und antiproportional zur Dichte der Streuzentren n;.

Wiirden wir in unsere Theorie noch einbauen, dass die Streuzentren iiberwiegend gleichnamig ge-
laden sind und damit die aufsen angelegte Gatespannung entweder verstérkt oder schwécht, dann
kénnten wir noch die Verschiebung des Minimums der spezifischen Leitfahigkeit bei einer hohen
Dichte an Streuzentren erkldren. Des weiteren ist die Spannung, welche von den Streuzentren aus-
geht, aufgrund der Nahe zum Graphen viel inhomogener als die angelegte Gatespannung, weshalb
lokal endliche Ladungstrégerdichten, sogenannte Ladungstrégerpfiitzen, entstehen konnen und da-
mit kann insgesamt eine endliche Leitfahigkeit entstehen. Damit 1asst sich dann der folgende Plot
quantitativ verstehen.
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Die Dichte der Streuzentren nimmt vom obersten Plot zu den Plots weiter unten immer weiter
ab.
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