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Frohe Weihnachten !

Die beiden Aufgaben sind Bonusaufgaben (zihlen also als Zusatzaufgaben)

Aufgabe 24: Das Keplerproblem

Die um 1610 veroffentlichten drei Gesetze der Planetenbewegung des Johannes Kepler (1571-1630)
waren das Ergebnis seiner bahnbrechenden Analyse der 38jidhrigen Beobachtungen von Tycho
Brahe (1546-1601) und legten den Grundstein zu Newtons (1643-1727) Entdeckungen. Wahrend
Kepler II (Erhaltung der Flachengeschwindigkeit) fiir alle Zentralkraftbewegungen Giiltigkeit hat,
sind Kepler I (Planeten auf Ellipsenbahnen) und Kepler III (Quadrat der Perioden ist den Kuben
der Halbachsen proportional) auf Potentiale des reziproken Abstands beschréinkt. In der folgenden
Aufgabe sollen Sie das Keplerproblem mithilfe des Lagrange-Formalismus 16sen.

a) Stellen Sie die Hamilton-Funktion und die Lagrangefunktion in kartesischen Koordinaten fiir
einen Massepunkt im Zentralpotential
U(r) =2
,
auf.

b) Zeigen Sie, dass der Drehimpuls L und die Energie E, sowie der Runge-Lenz-Vektor
A=vXx(rxv)+ar/r

mit geeigneter Wahl von a Erhaltungsgréfien der Bewegung sind.

¢) Warum ldsst sich das Keplerproblem auf ein effektiv zweidimensionales Problem reduzieren?
Ermitteln Sie die Lagrangefunktion in ebenen Polarkoordinaten.

d) Geben Sie den Drehimpuls und die Energie in Polarkoordinaten an und zeigen Sie erneut, dass
Drehimpuls und Energie erhalten sind.

Hinweis: Um zu zeigen, dass %E = 0, benutze man die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die beiden
Polarkoordinaten.



e) Bestimmen Sie die Trajektorie r(¢), und diskutieren Sie die unterschiedlichen Losungen hin-
sichtlich der Energie oder anderer geeigneter Parameter. Fiir welche Werte von E erhalten Sie
geschlossene und fiir welche offene Keplerbahnen?

Hinweise:

e Benutzen Sie zundchst die Ausdriicke fiir de Energie E und den Drehimpuls L in Polarko-
ordinaten, um zu zeigen, dass
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e Fiihren Sie dann die Substitution v = 1/r durch, und benutzen Sie
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e Bringen Sie das Ergebnis auf die Form eines Kegelschnittes
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f) In welche Richtung zeigt der Runge-Lenz-Vektor? Berechnen Sie hierzu A im Perihel, dem
Bahnpunkt mit minimalem Abstand vom Kraftzentrum.

Aufgabe 25: Die Lagrange-Punkte

Das klassische Dreikorperproblem ist im allgemeinen nicht losbar, da es chaotische Dynamik
aufweist. Aber schon Lagrange fand spezielle Losungen im sogenannten , eingeschrankten zirkuldren
Dreikorperproblem®, die heute fiir die Positionierung von Satelliten eine Rolle spielen. Es sind
dies die fiinf Lagrange-Punkte (oder Librationspunkte), welche Gleichgewichtspunkte fiir leichte
Objekte in der Ndhe von zwei rotierenden Massen (z.B. Sonne und Erde) darstellen. Die Lagrange-
Punkte Lq,..., L5 rotieren mit den Korpern mit und halten feste Abstéinde zu beiden ein. In der
Nahe von L ist seit 1995 das Sonnenobservatorium SOHO stationiert.

m




a) Formulieren Sie die allgemeinste Lagrange Funktion fiir drei verschiedene Massenpunkte My, Mo
und m, die ein abgeschlossenes (Newtonsches) System bilden (d.h. Energie, Impuls und Drehimpuls
seien erhalten) und nur Paarwechselwirkungen aufweisen.

b) Es sollen nur Gravitationskrifte wirken. Mit der Annahme, dass die Masse m so klein sei,
dass sie die Bewegung der anderen beiden Massen M; und M, nicht beeinflufle, erhélt man das
eingeschrinkte Dreikorperproblem.

Losen Sie das Keplerproblem fiir die beiden grofleren Massen M; und M, unter der Annahme,
dass die Keplerellipse zu einem Kreis entarte (zirkuldres Problem).

Hinweis: Fihren Sie eine Schwerpunkts- und eine Relativkoordinate ein. Stellen Sie die Lagrange
Funktion fiir die Relativkoordinate im Schwerpunktsystem auf und transformieren Sie diese in Po-
larkoordinaten (siehe Aufgabe 24). Wie lautet die Bewegung der Relativkoordinate fiir eine Kreis-
bahn? Bestimmen Sie anhand des mittleren Radius R = 1AU = 1.510% km und der Kreisfrequenz
w = 2w /Jahr fir das System Sonne-Erde die Summe der Massen My + M.

c) Die Bewegung der leichten Masse m (m < My, M;) werde im rotierenden Bezugssystem
beschrieben, wobei die x-Achse vom Schwerpunkt zur Erde zeige und die y-Achse senkrecht dazu
stehe (s. Skizze). (Da die Bewegung von M; und M, von m unabhingig ist, geniigt es, in der
Lagrangefunktion L nur die Terme zu betrachten, in denen m explizit auftaucht.)

Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichungen fiir die Koordinaten von m im rotierenden Bezugssys-
tem lauten
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(v ist die Gravitationskonstante).
d) Welche Erhaltungsgrofe ist offensichtlich? (Sie heifit Jacobi Integral.)

e) Identifizieren Sie die Scheinkréfte in den Bewegungsgleichungen, die aufgrund der Rotation des
Bezugssystems auftreten.

f) Welche drei Gleichungen legen die Lagrangeschen Punkte der konstanten Positionen von m
relativ zur Erde und Sonne fest?



