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Aufgabe 21: Lagrange-Multiplikatoren
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a) Ein Teilchen bewegt sich auf einem Kreiskegelmantel mit Offnungswinkel a und unterliegt der
Schwerkraft (siehe Skizze links).

i) Schreiben Sie die Lagrangefunktion fiir ein freies Teilchen im Gravitationspotential in Zy-
linderkoordinaten hin. Formulieren Sie aulerdem die Zwangsbedingung, die die Bewegung
des Teilchens auf den Kegelmantel beschréankt.

ii) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen unter Einbeziehung der Zwangsbedingung
iiber einen Lagrange-Multiplikator. Eliminieren Sie dann aus den vier Gleichungen den Mul-
tiplikator und eine Koordinate, so dass Sie zwei Bewegungsgleichungen fiir zwei Koordinaten
erhalten.

b) Gehen Sie von der Lagrangefunktion eines freien Teilchens ohne Schwerkraft aus. Beschrinken
Sie die Bewegung des Teilchens auf eine Schraubenlinie wie in der Skizze rechts. Bestimmen Sie
die Bewegungsgleichung iiber die Methode der Lagrange-Multiplikatoren und l6sen Sie sie.



Aufgabe 22: Variationsrechnung (schriftlich) (6 Punkte)

Als einfaches Beispiel der Variationsrechnung wollen wir ein Problem zunéchst auf einen freien
Parameter einschrianken und diesen dann optimieren.

Betrachten Sie die Bewegung eines Teilchens der Masse m in dem Potential V(z) = —mgz (nega-
tive z-Achse). Wir nehmen an, dass sich die Bahnkurve in der Form z(t) = at? + bt + ¢ schreiben
lasst. Dabei soll gelten z(0) = 0 und z(ty) = 2o, wodurch b und c festgelegt sind.

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Lagrangefunktion L(z(t), 2(t),t).

b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Wirkung als Funktion des Parameters a und bestimmen Sie die
minimale Wirkung bei Variation von a.

¢) (2 Punkte) Skizzieren Sie fiir 2o = 4¢3 verschiedene Kurven z(t) sowie die mit der minimalen
Wirkung.

Aufgabe 23: Kiirzester Weg auf Zylinder- und Kegeloberflache

Ein Variationsproblem der Form

/de(y,y’,x) = Extremum < 5/de(y,y’,x) =0 mit y=y(z)

wird gelost durch die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung

Die Losung dieser Differentialgleichung ist also die Funktion y(x), fiir die obiges Funktional ex-
tremal (d.h., minimal oder maximal) wird.

a) Gesucht ist die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte in der (z,y)-Ebene.

Hinweis: Verwenden Sie hierzu das Wegelement ds? = dz? + dy? und die obige Euler-Lagrange-
Gleichung.

b) Finden sie die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf der Oberfliche eines Zylinders.
Schreiben Sie dazu das Wegelement ds? = dz? + dy? 4+ dz? in Zylinderkoordinaten ¢ und z
(r = const.). Durch die Parametrisierung z = z(¢) erhalten Sie ein Funktional der Form [ ds =
[ d¢ L(2'(¢)). Bestimmen Sie mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung den extremalen Weg z(¢).
Um was fiir eine Kurve handelt es sich dabei?

c) Gesucht ist die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf der Oberfliche eines Kegels.
Driicken Sie hierzu wieder das Wegelement ds in Zylinderkoordinaten (mit r/z = tan o = const.),
und wihlen Sie die Parametrisierung ¢ = ¢(r). Bestimmen Sie das Extremum des Funktionals

JdrL(¢'(r), 7).
Hinweise:
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d) Was ist a7 Wie hingen die Integrationskonstanten r,,, und ¢,, mit den Randbedingungen der
Kurve zusammen? Die Euler-Gleichung liefert lediglich das Extremum der Weglénge. Kénnen Sie
fiir einen Fall einen kiirzeren Weg finden? Weswegen liefert obiges Ergebnis diese Kurven nicht?
Was ergibt sich im Fall o — 7/27?

e Das Ergebnis lautet:



