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1 Das Gesetz der Lichtausbreitung

Motivation:
1. Optik
2. Spezielle Relativitdtstheorie

Licht: elektromagnetische Welle — Elektrodynamik aus IK II

Vorgehen:

e Maxwell-Gleichungen (mit Quellen)

Wellengleichung im Vakuum oder im Medium(ohne Quellen)

Losung der Wellengleichung

e Erzeugung und Detektion: Wechselwirkung mit Materie

Quelle: elektrische Ladung

1.1 Das Coulomb-Gesetz

- T, hoo» F
e
q,
0<q9.
Coulomb-Kraft:
o 1 T
F = — 1.1
Ameeg 1923 (L.1)

1. Betrag der Kraft: |F| o T%

2. egg heiftt Permittivitéat oder dielektrische Leitfahigkeit
e: relative Dielektrizitatskonstante, Zahl [¢] = 1, beschreibt Medium zwischen ¢; und
g2 (¢ =1 im Vakuum)
go: Permittivitat des Vakuums (elektrische Feldkonstante)

Einheiten (SI):
e [¢1] = [¢2] = C (Coulomb)



6 1.2 Das elektrische Feld

e [7] = m (Meter)

_ ¢ _ ¢ _ ¢ _ C _F
® [e0] = 57 = Tm = VAsm = vis = m (Farad pro Meter)

g0 = 8.854-10712Fm~!

1.2 Das elektrische Feld

Aus GI. 1.1 folgt

F = ¢ E) (1.2)
N——
HKraft pro Ladung®
wobei
T QT
A =
() 4dmeeg |7 — 771\3
das durch ¢q; erzeugte elektrische Feld ist.
Fiir mehrere Ladungen gilt (¢1 — ¢1,42,...;92 — q):
_, 1 =T .,
F = qq; =gq-E(T
Z47r550 R (")

%

4i r—r

!

=

— dmeeg |7 — 73
Im Kontinuum (3" ¢; — [ d*r o(7)...):

. 1 P
B() / B! o) — =

:47r550 |7 — 7|
——
:_vr%ﬁ'
Verwende:
o]
o O
vV = @ = Oy
0z 0,
7 1
= — = —V-
r3 r
Daraus erhélt man:
E = —-V®
B) = o [ o)
dmeeg |7 — 7|

Wir bilden die Divergenz:

divE = V-E=08,E, +09,E,+0.E,

divE = —-V-Vd=-V20=—
dreeg

Insgesamt gilt also:
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—

VE(7) = —o(7) (13)

EEN

Hierfiir wurden einige Annahmen beziiglich des Mediums zu Grunde gelegt: Es soll linear,
homogen und isotrop sein. Bei nicht isotropem Medium, ersetze das skalare € durch den
Tensor €;; bzw. % durch das Inverse e;jl.

Die Dielektrische Verschiebung ist

und damit:

1.3 Das Ampéresche Gesetz

C

I

Auf zwei stromfiihrende Leiter ¢; und cg wirkt eine Kraft:

F» _ ,u/Lo Il_[ f % dT‘1X d’l“2><7“12)
)

= MMO Ilfgf d7’1 d’l"Q B (1.4)
A co 1

-

Dies folgt aus @ x (b x ¢) =

-,

(@-&) — &a-b).

St

Bemerkung:
1. ebenfalls ,,x r%—Gesetz“
2. ppo heilt Permeabilitat.

w: relative Permeabilitdt, [u] = 1, p = 1 im Vakuum und auch sonst ist hdufig p ~ 1.
wo: Permeabilitdt des Vakuums

In SI-Einheiten:

o yo=4m-10" 71;,

o o] = 35 = A



8 1.4 Das Magnetfeld

1.4 Das Magnetfeld

F211% d771 X g(fi)
C

(1.5)

Fir Gl. 1.5 gilt im Grenzfall, dass anstelle des Stromfadens C} ein einzelnes Teilchen tritt:

dr = o(t)dt

Ildt = (q
F = qU X B Lorentz-Kraft
= I dry X 7
magnetische Induktion (Biot-Savart): B(r) = adaths j{ 12 ? 2 (1.6)
AmJo, T
Magnetfeld, magnetische Feldstérke: B = ,u,u()ﬁ incgs mit u=1: B=H
Fiir beliebige Stromdichten wird Gl. 1.6 zu
>
5= MHO 3.0 7 r—r T
B(r)—ﬂ drj(r)XIF—F’I?’_VXA (1.7)
—_——
mit -
1/ = IU’MO 3./ ](7:1)
279 1 g 1.8
") = / T (18)
Das Vektorfeld A(7) heift Vektorpotential:
1.
divB=VB=V(VxA4)=0 (1.9)
Es gibt keine magnetischen Ladungen (Monopole)
2.
rot B=V x (V x A) = V(VA) — V24 (1.10)
1.5 Eichtransformationen
Vx(Vx)=0
Es gibt also eine Eichfreiheit: A A+ Vx
Man legt eine Eichung fest, wie z. B. hier die Coulomb-Eichung;:
VA=0 (1.11)
Einsetzen in GI. 1.8:
T _ Mo 3,/ 1
VA = d°r Viz
47 i) "|F— |
Mo 3,17 1
- Br B v AR
47r/ i )< TIF—F’|>
1 -
= /ZL;O d3r /|T — 7:7| v,:*/j(f#) partielle Integration (Greenscher Satz)
1 .
= /ZL;O /d3 /|F— 7:7| Q(T_") = —EEQMMO(I)(f) Kontinuitatsgleichung: Vf: 0
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D.h. A in GL 1.8 ist das Vektorpotential in der Coulomb-Eichung fiir stationdre Ladungs-
und Stromverteilungen (¢ = 0, f: 0). Es folgt:

- = 27 Mo [ 3 o 1 z :
rot B=V xB=-V‘A=— . /d ' ( ) VF|77— T?,‘ = upog (F) nur Magnetostatik
—_——
=—A4nd(F—7")

In der Elektrodynamik sind hingegen beliebige nicht-stationsre o(7,t), j(7, ) erlaubt:

V(V/T) = —s:e(),urod> = seouuoﬁ Maxwellscher Verschiebungsstrom

Es gilt somit insgesamt:

V x B — eeoupoE = ppioj (1.12)

1.6 Das Faradaysche Induktionsgesetz

—

(t

Der magnetische Fluss durch C' ist:

= / B(7,t)dé
A

Nach Faraday wird bei einer Flussénderung eine Spanung induziert:
V(t) = —d(t) (1.13)

Es gilt aukerdem:

=
I
q\

E(7
= / ( dé Stokes
A



10 1.7 Maxwell-Gleichungen

Mit B =V x A:

F=-vo -4 (1.14)

Bem.: A kommt in der Elektrostatik /Magnetostatik nicht vor.

1.7 Maxwell-Gleichungen
homogene inhomogene

VB =0 VE =1,

€€p

VxE+B=0 Vxé—ssguuoﬁzuuof

(1.15)
Kontinuitatsgleichung: 0+Vi=0 (1.16)
(Coulomb-)Lorentzkraft:  F = q(E + 7 x B) (1.17)
F=-vo_A
Potentiale: . v . (1.18)
B=VxA
A=A+vV
Eichtransformationen: , * _ X (1.19)
=P —x
Coulomb-Eichung: VA=0 (1.20)

Bem.: Die Coulomb-Eichung ist erreichbar durch eine Eichtransformation mit V2 X_szf =
X=...

1.8 Elektromagnetische Wellen

Die Coulomb-Eichung VA = 0 erhilt man durch Einsetzen von Gl. 1.18 in die inhomogenen
Maxwell-Gleichungen (1.15).

1
VQ(I) = ——90 (Poisson)
eeo (1.21)

V2A — ecouuoV e — ecoppo A = pujiog
Im Raumbereich ohne Quellen (freie Felder), o = 0, j=0:
Ve =0=®=0 mit & — 0 fiir ] — oo

. 1 o
Mit v = JeSoo bleibt:
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V2A- —A=0 (1.22)

= 1 =
VPE-SE=0
%" (1.23)
V’B—- —=B=0
U
Losungen der Wellengleichung:
Die homogene Wellengleichung lautet:
) 1 ..
VU — E\Ij =0 (1.24)

Wobei ¥ eine Komponente von fl', B oder E und u = ist. Fiir ebene Wellen gibt

1
VEZoRHo
es folgende spezielle Losungen der Wellengleichung;:

V(7 t) = f- (k7 — wt) + fo (k7 + i) keClweR

Wobei fi(p+) beliebige (ausreichend oft differenzierbare) Funktionen der Phase ¢p1 =
kr £ wt sind.
Einsetzen in die Wellengleichung ergibt:

w? =u’k? & w = ulk| Dispersionsrelation

Flachen konstanter Amplitude W (7o) zu fester Zeit ¢ sind gegeben durch k7 = const. .
Diese Flachen mit konstantem ¥ sind Ebenen mit der Normale k.

Betrachte z. B. f.: . .
V(7 t) = f+(p4) und wihle k || Z, |k| = k.




12 1.8 Elektromagnetische Wellen

kiy = ko = —wto + ¢ U(Fo,to) = fo(kTo — wto) = frp+)

=p4

ki = koy = —wt + oy (L) = fr(kf —wt) = fi(ps) W(7, to) = W(F1,t1)
Daraus folgt:
Ar  x1 — 20 w
_— = —— = —U
At t1 —to k

u ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Im Vakuum, mit e = pu = 1, gilt:

u= =299.-10ms ! = ¢

VEoHo

Im Allgemeinen:

Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und n = ,/eu der Brechungsindex. Oft ist pu ~ 1,
sodass n = /¢ angenommen werden kann.

A~

Zur Fourier-Transformation : f(z) — f(k)

Es gibt zwei unterschiedliche Definitionen:

Physik Mathematik
Fourier-Transformation f(k) = [dze ™o f(x)  f(k)= \/% [dz ek f(z)

Inverse Fourier-Transformation :  f(z) = o= [dze® f(k) f(z) = \/% [ da e f (k)
Bei Funktionen der Zeit:

fw) = / at it f (1)

dw

RN R ®

oft: f(w) —*f(w)"

Allgemeine L6sung der Wellengleichung:

} Anfangsbedingungen

Fourier-Transformation ¥(7,t) — W(k,w):

@(E,w) = /d3r/dte_i(EF_“t)\I/(F, t)
Riicktransformation:

1 .
U(r,t) = 27r/d?’k:/du}ez(k”’_“’t)\I/(k,w)
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(—ih)? — = (—iw)? | () =
|:H/—/ CoN—~—
=_k2 =—w?

Es gilt also:

Eine Riicktransformation ergibt:

—

(7, t) = B dw S(w + ck) + a_ (K)d(w — ck)) i (F—cwt)

_ 7\ i(krckt) 7\ i (kF—ckt) 7
(%)/ a+(k) +a_ (e ) T

Wende die Anfangsbedingungen (9 = 0) an

Wo(7) = U(7,0) = jr /d?’k:e“;f (a+(l%’) + a,(E))

v () = W(F, 0) = (;;)4 / P k™ (. (F) — a_(F))

Und damit:
ai(E) = ﬂ/d3reiEF (WO(F) T CZkvo(F)>

Dies wird wieder in den Ausdruck fiir U(7,t) eingesetzt,
U(Ft) = /d3 /d3 (k"
271'
—ic i
. |: ickt (\1’0(7?’) — Cka(’F’)) +e kt (‘1’0(7:,) + C]{}UO(F'))]
_ /d3r’ (DG = 7)2o(7) + D7~ Yun()

wobei D(7,t), das die Green-Funktion der Wellengleichung ist, definiert wird als:

—1 1 ) )
D(Ft) = —— d3k ik ( ickt 7zck:t)
(7,1) 2(2#)3/ ck:e ¢ ¢
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Zur weiteren Betrachtung dieser Funktion wihlen wir 2 || 7 und benutzen Kugelkoordinat-

0o 27 T
/d3k = / dka/ dw/ dfsin 6
0 0 0
=2

en:

¥ = krcosf
r = cosf
dr = —sinfdéf
s 1
/ - /
0 -1
DY) = — ) /OO dkk21/1 dz eikre (eickt_efickt)
’ 2(27T)2 0 Ck; -1

_ 2(27:)2@« /OOO dk (ez‘kr _ em) (eickt _ e—z‘ckt)
_ _2(27:)2cr{ /OO dk (eik(rJrct) _ e’ik(rfct))
0

4 /OOO dk <efik(r+ct) _ efik(rfct)> }

—_ fi)oo dk(eik(r+ct) _eik(r—ct))

_ 1 * tk(r+ct) _ ik(r—ct)
2(27)2cr /_OO dk (e ¢ )

Benutze nun:
m .
/ ek dk = 216 (x)
— 0o

Vereinfacht bleibt damit:

1
4rer

D(7,t) = [0(r — ct) — o(r + ct)]

Wir benutzen dies zur Losung des Anfangswertproblems:
W, t) = [ & (D7)l + D~ 7)ool))

Wegen r > 0, ¢ > 0 wird die Green-Funktion zu:

. d(r—ct) ,t>0

D(7t) = o —6(r+ct) ,t>0

D(7,t) ist eine spezielle Losung der Wellengleichung (t>0):

—4me —4mer

1 0? . 1 1 1 0?
<V2 - 028t2> D(?",t) = 4 4775(7’4)5(7' — Ct) — (VQ — c28t2> 5(?" - Ct)

-~

=0
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Daraus folgt fiir eine Punktquelle bei 7= 0, ¢ = 0 unter Benutzung von é(az) = ﬁé (x):

2
(v2 - ;;) D t) = %5(7#)5(75)

D(7,t) fiir t > 0 (t < 0) heifst retardierte (avancierte) Green-Funktion der Wellengleichung
und beschreibt eine auslaufende (einlaufende) Welle mit Quelle bei 7= 0, ¢ = 0.

Eine Lichtwelle, die im Punkt ¥ = 0 zur Zeit ¢ = 0 erzeugt wurde, besitzt eine nicht-
verschwindende Amplitude ¥ # 0.

Ausr=ct flir t > 0 und r = —ct fiir t < 0 folgt das

Gesetz der Lichtausbreitung:

2 _ 242

r

t>0

W £0

Losungen fiir die physikalischen Felder E und B:

Betrachte ebene Wellen - die allgemeine Losung kann als Uberlagerung solcher ebener

Wellen geschrieben werden.
T 1 i(kr—wt)

= 0 e
In der Coulomb-Eichung gilt: VA = ikA=0 = A, Ay L k Die Felder sind:

E = —A=iwA=iwAy kr=wb
~——
::Eo
g = ng:iExj:iEXgoei(EF—wt)
:IBQ

Bei der Betrachtung der tatséchlichen physikalische Felder wird nur der Realteil genommen.
Es ergeben sich mehrere Folgerungen:

kE =iwkA=0 = FE EyLlk } In Coulomb-Eichung sind

-

kB = E(zk X j) =0 = §7 éo 1Lk die Felder transversal.
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FB—iwA (iFx A)=0 —=FE1B
E x B = iwA x (ik x A) = —wkA? + A(kA) = —wkA®> ok
=0
Y
A B‘ )
k
E
xr

Die Richtung von E kann in der Ebene senkrecht zu k beliebig gewéhlt werden und heifit
Polarisation(-srichtung) der elektromagnetischen Welle.

Fiir festes k, w, |Eyl, |Bo| gibt es also zwei linear unabhéngige Losungen der Wellengle-
ichung.

Beispiel:



2 Spezielle Relativitatstheorie

2.1 Das Einsteinsche Relativitatsprinzip

Physik vor 1905:
1. Newtonsche Mechanik

2. Maxwellsche Elektrodynamik

Das

Newtonsche Gesetz:
F(t) = mr(t) (2.1)

ist invariant unter der Galilei-Transformation :

7 = OF + Ot + 71
/ (2.2)
t' =M+t

Wobei OTO = 00T =T und A = £1. O, A\, ¥ und 7 sind zeitunabhingig.
F' = F'=mi'

Raumspiegelungen® und Zeitumkehr (A = —1) sollen nicht erlaubt sein, det O = 1. Damit
sind die O € SO(3) und stellen rdumliche Drehungen dar.
Intertialsysteme sind also Koordinatensysteme, in denen das Newtonsche Gesetz gilt.

Bem.:

e Die Galilei-Transformation fiihrt ein Inertialsystem in ein anderes Inertialsystem
iiber.

e Die Existenz von Inertialsystemen ist eine empirische Tatsache.

Betrachte nur die Galilei-Transformation zwischen Inertialsystemen mit parallelen Achsen
und gleichem Ursprung 0 = 0’ bei ¢ = 0, dann:

7' = Or+ vt
i } 23)

Wichtig: Das Newtonsche Gesetz &ndert unter Gl. 2.3 seine Form nicht.

Elektrodynamik:

-1 0 0
'P=( 0 -1 0
0o 0 -1

17



18 2.1 Das Einsteinsche Relativitiatsprinzip

Gesetz der Lichtausbreitung:

72 = c2? (2.4)

Die Galilei-Transformation ist:
F=7 —ot=7 — ot

Das Gesetz der Lichtausbreitung wird zu:

At =02 = (7 =0t = (r")? + 0% — 275

(’I“ /)2 — 02(t/)2 o U2t2 + 27:»/2—}%/

Bem.:

e Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts im neuen Koordinatensystem ist zum
Teil > 0,

e sie hiangt von der Richtung ab.

Die Giiltigkeit von Gl. 2.1 und Gl. 2.4 zeichnet ein spezielles Inertialsystem aus, in dem
sich Licht als Kugelwelle ausbreitet, also mit konstanter Lichtgeschwindigkeit in alle Rich-
tungen. Dieses nennt man Ather.

Analogie: Werfe einen Stein aus einem fahrenden Boot ins Wasser.
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Das Ruhesystem des Wassers entspricht dem Ather.

Nun gibt es gibt es zwei Moglichkeiten:
1. Ein solches absolutes Bezugssystem, der Ather, existiert.

2. Die physikalischen Gesetze (inkl. Maxwellgleichungen, Lichtausbreitung, klassische
Mechanik) sind in allen Inertialsystemen gleich.
Die Lichtgeschwindigkeit ist konstant.
Gl 2.1 ist nicht giiltig in dieser Form und die Galilei-Transformation nicht die kor-
rekte Transformation.

Diese Annahme stellte sich nach dem experimentellen Nachweis von Michelson &

Morley (1887) als korrekt heraus. Es sollte eigentlich den Nachweis bringen, dass die
Lichtgeschwindigkeit mit den Jahreszeiten, aufgrund unterschiedlicher Relativgeschwindigkeit-
en der Erde zum Ather, variierte.

Ty
. K_\
(Herbst) f
] (Eriihling)
WE

(o

Postulate der Speziellen Relativitdtstheorie (Einstein 1905):

1. Relativitdtsprinzip: Die physikalischen Gesetze lauten in allen Inertialsystemen
gleich. (Aquivalent dazu: Es gibt keine Moglichkeit, absolute Geschwindigkeiten zu
messen. )

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit



20 2.2 Lorentz-Transformationen

Konsequenz: Die Galilei-Transformation muss aufgegeben werden.

2.2 Lorentz-Transformationen

Forderung nach dem Gesetz der Lichtausbreitung:

T 2!
F=| vy | = «? 2 =FF =2 4y + 2P
z a3
Es werden Vierervektoren verwendet:
ct
x! ct . 0
r=1 2 [=| 5 ,Ereignisse”, beachte: ¢t =: x
23
Nach dem Gesetz der Lichtausbreitung gilt:
2 042 142 2,2 312
¥ = (27)° —(27)" — (27)7 — (27)
= AP —r?=
1 0 0 0 x0
1
0 1 2 3 0 —1 0 0 X
= gz-x=(x x x°x
( ) 0 0 -1 0 z?
0 0 0 -1 z3
3 1
- Z g’ = wuat
H,v=0
! Einsteinsche Summenkonvention
Ty = (ci&7 —1’1, —x?', —xs)
Ansatz: 5
((I}‘ I)V = Z Aylu zt = .’El = Ax A: 4x4-Matrix
pu=0

(¢)? = (Az)* = (Az)T g(Ax)
Also gilt fiir alle z € R%:

(") =aTATgAz =2? = 2Tgx
Und damit:

ATgh=g
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[

IS

Betrachte nun zwei Inertialsysteme, die eine Relativgeschwindigkeit v in x-Richtung zueine-
nander haben, einen sog. ,boost":

(%) = A%a20 + A2t
(V) = Alga® + ALt
@) = 2 (s =y
($3)/ = .T3 (2 =2)
A= 0 0 10
0 0 01
Daraus folgt:
(x/)Z — (AOOxO 4 A01$1)2 _ (Aloxo + A11$1)2 _ (x2)2 _ (.%'3)2
= 2= @0 - @) - () - (@) (25)
Koeffizientenvergleich:
(@) (A%)? = (Al)? =1
(@) (A%)? = (Ah)? =1
Es gilt:

(A%)? =1+ (A%)* >1

Man wahlt den folgenden Ansatz:

A% = Zcoshy
(A%)? = cosh®y

1. Wihle +: A% > 1 (sonst Zeitumkehr)

2.
(A')? = (A%)? =1 =cosh®? xy —1 =sinh®’x = A'; = +sinhx

Wiéhle — (sonst xy — —x)
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3.
Wihle + (schlieffe Raumspiegelung aus, ,eigentliche Lorentz-Transformation )
4.
= A% = +sinhy
Mit (x) folgt: Vorzeichen —, x = x
coshy —sinhy 0 0
A~ —sinhy coshy 0 O
N 0 0 1 0
0 0 0 1
vt
Bewegung der Koordinatenursprungs von IS”: 7 =0, 7 =vt = | 0
0
0= (2" = —sinhy 2 +coshy a! (t kiirzen)
=ct =vt

Daraus folgt:
v tanh y =: @
c

Die Elemente von A sollen in Abhéngigkeit von v und ¢ ausgedriickt werden:

cosh? y — 1
2 : h2 2
% _ tanh?y = sin 2)( _ C(.)sh2 X
c cosh” x sinh” x
1 +sinh?
Auflsen:
1
coshy = —=:v
1}2
ez
sinhy = v/e -
=
v =By 00
_| By v 00
A= 0 0 10
0 0 01
Fiir die Determinante gilt, wie bei einer Drehung:
det A =% — %% =4*(1-8°) =1
——
—12
_7
Bei rdumlichen Drehungen:
th =t
! OF = (7)? =r?

~_ =
[\
—
Q
IS
~—
[\
|
<
no

(ct')? — (7"
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Explizite Darstellung der speziellen Lorentztansformation (,,boost” in x-Richtung):

x x
r={ v ), 7=
z z!
ct’ ct
x’ x
/ =A
Yy Yy
z! z
Es folgt:
t' = 7<t—ﬁx>
c
' = v(x— Bet)
/: y
7 = g
Bemerkungen:
Lov<afB<l,y=—"—A—=~1+1p+. .~ 1

V1-p52

2. Falls v > ¢: § > 1, v imaginér:
x', t’ imaginir, d.h. die Lorentz-Transformation existiert nicht. Es miissen v < ¢,
8 <1 und v > 1 gelten.

3. Inverse Lorentz-Transformation : v — —v, 8 — =03, v — 7~

2.3 Physikalische Konsequenzen

1) Relativitit der Gleichzeitigkeit

Galilei-Transformation : Finden Ereignisse im Inertialsystem IS gleichzeitig statt, so sind
sie auch im System IS’ gleichzeitig.

Beispiel: zwei synchronisierte Uhren

Bhf Konstanz Bhi Ziirich
A= 0 .0.0) ro = (. 0.0)
—— ’

—r
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Man stellt fest, dass zwei Ereignisse im Ruhesystem IS gleichzeitig sind, t; = t2.
Das bewegte Inertialsystem sei ein Zug mit der Geschwindigkeit v.
Nach Lorentz-Transformation gilt:

g
t' = (- Exl)
g
t2’ = 7tz = —a2)
At =1,/ r 5
=ty' —t1’ = y(ta—t1) =y~ (2 —21)
—— C ~—~——
=0 #0
In bewegten Bezugssystemen sind die Ereignisse nicht gle-
ichzeitig:
At, = @(itl — .CCQ) 7é 0
c

Beispiel (Kuypers, S.378): Vorbeifahren eines Zuges an einem Bahnsteig (=IS)
Hier fehlen noch die Bilder.

e Die Punkte 7 7 sind am Bahnsteig.
e Ein Beobachter ist in der Mitte des Bahnsteiges.
e Ein weiterer Beobachter befindet sich im Zug.

e Wenn beide Beobachter auf gleicher Héhe sind wird bei 71 und 7% jeweils ein Lichtblitz
ausgelost.

e Licht von 7 hat den Beobachter im Zug erreicht.
e Licht von beiden Quellen erreicht den Beobachter auf dem Bahnsteig (IS) gleichzeitig.

e Licht von 7 erreicht den Zug.

Fazit des Beobachters am Bahnsteig: Die Lichtblitze von 7] und 7% waren gleichzeitig
(t1 = ta).
Fiir den Beobachter im Zug fanden waren sie jedoch nicht gleichzeitig ¢ # ta.

2) Zeitdilatation: Zwei Ereignisse finden am selben Ort statt, aber zu verschiedenen
Zeiten (z.B. Ablesen einer Uhr):
Im Ruhesystem (IS):

x1 = (ct1,2,0,0)
xo = (cte,x,0,0)

Bewegtes System (IS’):

t' = V(tl—giﬂ)

b= At~ Da)

= At =ty —t1" = (ty — t1) = yAt > At
% ~ 1.16, die Uhr geht also 16 % langsamer. Wenn v # 0:
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At' > At

Zeitspannen werden im bewegten System verléngert, oder: Bewegte Uhren gehen langsamer.

Beispiel (Kuypers): Spiegel im fahrenden Zug
Ruhessystem des Zuges (IS):

d

Uhr (misst Laufzeit)
}

€ T2

At =24
C
Ruhesystem Bahnsteig (hier: bewegtes System, IS’)

d l

2 /
B , _cAt
o () -2

= (4 - 4) (AY)? = d?
= (1- %) (At')? = (At)
At' = yAt

At’: Benotige zwei synchronisierte Uhren.
At : Benétigen eine (ortsfeste) Uhr im IS: At heifst Eigenzeit.
3) Langenkontraktion: Zwei Ereignisse zur selben Zeit, aber an verschiedenen Orten.

I £
(Inertialsystem/Ruhesystem)
Ty = (Ctlaxlaovo)

Tro9 = (CtQ, 9, 0, 0)

l = T2 — X1 (tlztz)
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(bewegtes System)

B
r1" = ~v(z1 — Bety) t =t — Exl)
B
zo' = (z2 — Beta) to' =(t2 — E$2)
lI:.CCQI—l'lI = 'y(xg—xl)—ﬁc(tg—tl)
V5
to) —t1" = At —t1) — — (z2 — 1)
C N et

=l

Lénge messen in IS

tll = t2/:>t2—t1:§l
l
=1 = Y —yPl=y(1-0%) 1=~
N——— Y

=

Y
v

Bewegte Objekte erscheinen verkiirzt (in Bewegungsrichtung).

4) Kausalitét: Ereignisse (Vierervektoren) x = (ct, ) konnen im Minkowski-Diagramm

dargestellt werden:

22 >0

WWirkying von
Ereignis bei
r = 0"

LUrsdchen
von Efeignis
=

bel a
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22>0 & r?<c*?: xist ein zeitartiger Vierervektor: kausal abhingig

2=0 & r?>=c*?: xist ein lichtiger Vierervektor: kausal abhéngig (nur durch Licht,...)

22 <0 < r?2>c%?: st ein raumartiger Vierervektor: kausal unabhiingig

Nach Lorentz-Transformation gilt: (/)2 = 22, d. h. die Kausalitiit bleibt erhalten.

In Beispiel 1:
ct

im IS’:

ct’

v

(a3

| -

—f

I

—cty’ v(cty — Bx1) By
tana = = — e

x1! v(z1 — Betr) 1

T
« = arctan 8 < 1

Bzw.az%fﬁrvzc.
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2.4 Kovarianter vierdimensionaler Formalismus
Galilei-Transformation :

e Skalar (invariant unter Galilei-Transformation ), z. B. Masse, Zeit, ...

e Vektor (transformieren sich wie Ortsvektoren), z. B. F=mr

e Tensor
Lorentz-Transformation :

e Lorentz-Skalar (# Galilei-Skalar), z. B. Zeit

e Vierervektor (zwei Arten)

e (Vierer-)Tensor (mehrere Arten)

1. Lorentz-Skalar: Grofse, die sich unter Lorentz-Transformation nicht dndert, z. B.:

2 = A — 7‘2, m, ¢, ...
m ist hier die Ruhemasse.

2. kontravarianter Vierervektoren: a*
transformieren unter Lorentz-Transformation wie ein Orts-Vierervektor:

x =zt = (ct,7)
3
a' P = g A 0" = A¥ 0"
v=0

Beispiel: ¥, dz* oder p* (Viererimpuls)

3. kovariante Vierervektoren: ay:
sHerunterziehen des Index: a, = g,,a”

mit
1 0 0 0
o -1 0 o0
9w =110 0 -1 0
00 0 -1

Beispiel: z, = (ct, —7)

,Heraufziehen des Index: a* = g"”a,,

Fiir den metrischen Tensor gilt: g = g,,,,
Lorentz-Transformation:

r v
a, = gGwa
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4. kontravarianter Tensor k-ter Stufe:

I 12 A M1 1] 123 ViV2...Vg
T =AM, AP, AFE T

5. kovarianter Tensor k-ter Stufe:

/ _ V1 Vo Vi
T H1H2.- _A/u Auz "'Auk TVlVQ---”k

6. gemischter Tensor (k-fach kontravariant, [-fach kovariant):

I P g — AM1 103 01 QI 01...0
T vy = AL AR A @A QT

01.--01
7. Ableitung nach kontravariantem Vierervektor:

Funktion f(z#)
1S & 1S f(z' #) = f(z"™(z"))
Kettenregel:

of _ of o' Of ., ., Of

oxt  Ox'V Oxt ox'v K KooV

o ., 0
W "’ ox'V

Ableitung nach einem kontravarianten Vierervektor z* transformiert sich wie ein
kovarianter Vektor. Deshalb schreibe:

0 10 0 10
Dt T (Ea7 )7 Tl‘u T (Ea’_V)

9,0t = 0"o :lﬁ—VQZ—D

K e o2
Der d’Alembert-Operator ist ein Lorentz-Skalar, d.h. &ndert sich unter Lorentz-
Transformation nicht.

9. Tensorprodukt: erhohe Stufe
z.B. a”b, =: T", allgemein:

. V1V ! V1oVt
Vi...Vg + —. +
R NlnvMS Hig1e-Pypqr = T Ko Myqgr

10. Skalarprodukt:
a,b” ist ein Lorentz-Skalar:

a’ b’ = ALfay N b = AN fa, bl = a,b*

Wobei gilt:

dz# dz'v  dat

0
AI/QAV/J,_ — :(5#:{ M?AQ

I p=o

~dx’v dae dze e

11. Verjiingung von Tensoren (Kontraktion):

V1...0...V| _ V1 V—1
T 1oy = L Bty
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2.5 Klassische Mechanik in kovarianter Form

Das Ziel ist eine unter Lorentz-Transformation forminvariante (,kovariante) Formulierung
der klassischen Mechanik.

Beispiel: F=mr

Das Problem besteht darin, dass % = (et, f‘) kein Vierervektor ist, da die Zeit kein Lorentz-
Skalar ist. Abhilfe: Verwende die Eigenzeit 7 zur Parametrisierung der Dynamik. (7 ist ein
Lorentz-Skalar.)

Benutze z? = x 2", ebenfalls ein Lorentz-Skalar, und damit auch da? = dz,dzt =
2dt? — dz? — dy? — d2?.
Definition: )
d 1
dr? = S = 4 — S (da® + dy? + d2?)
c c

Physikalische Bedeutung:
im mitbewegten IS:
de =dy=dz=0

dz = (cdt,0), dr =dt, T =1

2o (97 2 da® +dy? +d2?
\dt) dt

2
1
erZdt2<1—U2>=2dt2 = t=77
c g

Vierer-Geschwindigkeit:

dax# d »
(U dr = 5(077',7:&) = (¢v,7v)
= 7(c,7)

Lange der Vierer-Geschwindigkeit:
v?
u? = uyut = y(c? —v?) =43P (1 - > =c?

Leite die Vierer-Geschwindigkeit nochmals nach 7 ab und erhalte die

Minkowski-Kraft:

du
KK
dr
Im nicht relativistischen Limes (y — 1):
K" — (0, F)

F ist die Kraft fiir v < ¢ und es gilt: F = P
Mit i = 1,2, 3 gilt:
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Damit:

Fiir die Nullkomponente:

dut
moouy du = u, K" = veK? — 4?5 - F
T
=3 dr Upt/'=0
——
—c2
Es folgt:
c
F-¥ -
K“:’y( cv,F>

Der Vierer-Impuls:

Es gilt also:

dp# _
dr

Die Nullkomponente der Vierer-Impulses:

1
ep’ = mye? = mch = mc? -
1-=
Nach Taylor entwickeln:
1v2 30t
0 2
c = mc|1+-5+5—
P < Toatgat >
2, Lo 3 vt N
= mc —mu =
~— 2 8 (2
Ruheenergie S—— N~
kinetische Energie relativistische Korrekturen
Damit (E sei die Energie):
0 E
p ==
c
Die Lange des Vierer-Impulses:
p? = pupt = m2y2c? — m2'y21)2 _ m272(02 _ 02) — m22

und (p = ymv):

Es folgt:
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E = /m2ct + c2p2

Fiir ein Teilchen in Ruhe (p'= 0):

E =mc
Vierer-Drehimpuls:
nicht-relativistisch:
I_: = F X ﬁ (p = mv)
relativistisch:
= at pr—a’ p (7 = m~7)
:(ct,F) :m,y(c,v)
0 —Lip —La —Ls3
I = Lqg 0 Ls —Ls
| Lao —Ls 0 L
Ly Ly —IL 0
L= (L, Ly, L3) =F X
Lo = (Lo, Lao, Lyo) = 7p° — 2% = ¢(mn7 — tp)
Drehmoment:
d LY KV KH
= m<u“uy+m”—u”u”—x”)
dT m m

= a'KY —a"KV = MM

Daraus folgt:

-

L _
dr

Erhaltungssitze (fiir ein Teilchen

—

):
Bei Kriftefreiheit (F' =0, K* = 0) gilt im IS:

- d - -
’}/(FX F) = aL =7rxF (Newton)

p= myU = const. (Impuls)
E = cp’ = const. (Energie)
L= my(Fx7)= const. (Drehimpuls)
R E
zusitzl.: Ly= +— —tp= -const. (rel. Schwerpunkt)
c

# Impulserhaltung

2.6 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

Empirische Tatsache: Die elektrische Ladung ¢ ist ein Lorentz-Skalar.
Ladungsdichte: p

Stromdichte: ot

Kontinuitatsgleichung: o + Vj =0
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Ein Volumen Vj verringert sich durch Lorentz-Kontraktion:

v

V=2

~
Dies wirkt sich auf die Ladungsdichte aus:
_9¢ _ dg _
0= av —’YdVO =700
0o ist ein Lorentz-Skalar.
Vierer-Stromdichte:
i* = (ce,Uo)
= 70o(c, V)
= pou”

Die Kontinuitéatsgleichung lésst sich dann schreiben als:

Ougt =0
Wellengleichungen:
2
Verwende den d’Alembert-Operator: O = — 9, 0" = V2 - C%%
0o = -2
€0
Damit: )
—0® = —ppco
c
OA = —poj
DAY = —pog"

Das Vierer-Vektorpotential ist: A* = (%@, [f)

Die Coulomb-Eichung VA = 0 ist nicht Lorentz-invariant, stattdessen verwendet man die

unter Lorentz-Transformation invariante Lorentz-Eichung:
0uA" =0

explizit:

A—

<

1821’
C

Fiir die physikalischen Felder gilt: B=VxAs B, = 0,A, — 0.A, (zyklisch)

Man definiert den Feldstarketensor:

FH .= ghAY — 9 AV
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Dieser ist antisymmetrisch: F"# = —F),,,, insb. ist F** = 0.
explizit:
Em E'. Ez
B
v _ ETI 0 —-B. By
-+ B, 0 —-B;
E.
== -B, B 0

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lassen sich so schreiben als:
BuF™ = pog”
Die homogenen Maxwell-Gleichungen:
VB=0 VxE+B=0

Wir definieren einen dualen Feldstarketensor:

+1 falls prpo = 0123 oder zyklisch
ghres ¢ —1 falls proo = 3210 oder zyklisch

0 sonst

0 -B, —B, —B.

E
ww_ | Ba 0 -
=\ g _EBE § E
Yy Ec 5 c

=y _Zz
B, & 2O

" geht aus F, wv durch Vertauschen von B und —% hervor.
Man findet somit fiir die Maxwellgleichungen:

inhomogene: O F* = woj”

homogene: 8ufﬂ "=0

Invarianten des elektromagnetischen Feldes:

1
— 2 2
EF,F" = 2 <B —C2E)
— 4 -~
F,F" = —-EB
C

Lorentz-Transformation:

(Fw = A“UA”QFC’Q
z. B.

Lorentz-Kraft:



2 Spezielle Relativitatstheorie 35

Minkowski-Kraft:

Energiedichte des elektromagnetischen Feldes:

1 11 1
I E2 7732:7 E2 232
U 280 + 2 10 280( +c )

Dies ist die 00-Komponente eines Tensors zweiter Stufe, dem Energie-Impuls-Tensor:

1 1
THY — ; (gVHFMHFAV _ 4gu)\FVRFVn>
0

TOOZ’U,

4 : 1 = =
7% =77° = —— (B x E)’ Poynting-Vektor
CHo

T%: Maxwellscher Spannungstensor (Druck des elektromagnetischen Feldes)

T =0



Analytische Mechanik

e Es geht um eine neue Formulierung der klassischen Mechanik, nicht um neue physikalis-
che Gesetze.

e Fiihre die bekannten Gesetze (Newton) auf moglichst einfache und praktische Prinzip-
ien (Axiome) zurtick.

e Diese Prinzipien sind nicht beweisbar,

e konnen aber auf bekannte Gesetze zuriickgefiihrt werden.

Weshalb tut man dies?
e Die Losung eines Problems wird oft einfacher oder systematischer.

e Nicht nur Formulierungen der Mechanik, sondern auch anderer Theorien sind méglich:
Elektromagnetismus, Grundlage der Quantenmechanik



3 Lagrange-Formalismus

Motivation: Systeme mit eingeschrankter Bewegungsfreiheit (Zwangsbedingungen)

3.1 Zwangsbedingungen, generalisierte Koordinaten

Beispiel (Nolting): Kolbenmaschine

0 X L

1. Aufteilung in Massenpunkte (Diskretisierung) und 2. Newtonsches Gesetz

mity =F,+> Fy  (i=1,..,N) (3.1)
J#i
Der erste Term sind die dufseren Krifte, die in der Summe stehenden Terme sind
jeweils die vom Teilchen j auf die Teilchen i ausgeiibten Kréfte.

— Es gibt also 3N gekoppelte Differentialgleichungen 2. Ordnung.
Probleme:

e Diskretisierung, denn N ist sehr grofs
e Die Anfangsbedingungen sind in der Regel unbekannt.
e Die Fj; sind oft unbekannt.

e Die Bewegung ist eingeschrinkt durch Zwangskréifte, die typischerweise un-
bekannt sind.

2. Beschreibe M < N bewegliche feste Teile als starre Korper (hier M = 3: Kolben,
Rad, Pleuel).
Die inneren Krifte sind so grof (Zwangskrifte), dass feste ,,geometrische Beziehun-
gen“ gelten (z.B. Abstand der Befestigung der Pleuelstange am Rad vom Radmit-
telpunkt); hiermit vermeidet man die direkte Beschreibung der Zwangskrifte.
— Es gibt ,nur noch® 6 M Freiheitsgrade und ebensoviele gekoppelte Differentialgle-
ichungen.

3. Identifiziere alle Zwangsbedingungen (geometrische und kinematische) und die verbleiben-
den Freiheitsgrade. (Dies fiihrt zu verallgemeinerten Koordinaten.)
hier: Es gibt einen Freiheitsgrad: Entweder den Winkel ¢ (0 < ¢ < 27) oder die
Kolbenstellung z (0 < x < L)
— Eine Differentialgleichung 2. Ordnung fiir ¢ oder x und die Zwangskrafte kommen
nicht mehr vor.

37
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Begriffe:
1. Zwangskrifte:
e schrianken freie Bewegung ein

e sind oft unbekannt

e Losung des Problems unter Beriicksichtigung der Zwangskréfte oft hoffnungslos

2. Zwangsbedingungen:

e durch Zwangskrifte hervorgerufene geometrische Einschrinkungen der Bewe-

gung
e oft leicht zu beschreiben

3. Die Teilchenkoordinaten 7; sind nicht unabhéngig voneinander. Ersetze {7;} durch

unabhéngige, generalisierte (verallgemeinerte) Koordinaten g;.

Verschiedene Arten von Zwangsbedingungen:

a) holonome Zwangsbedingungen
(P17, PN, t) =0 (v =1,2,...,p)

1. holonom-skleronome Zwangsbedingungen

Ofy
ot

=0 (v=1,2,...,p)

Beispiele:
i) Hantel

7 = (T4, Yis i),

Zwangsbedingung: (z1 — 22)% + (y1 — y2)? + (21 — 22)? = I?

d.h. in Gl 3.2 eingesetzt gilt: p = 1 und f;(71,7) = (7 — 72)% — [?
ii) starrer Korper (Verallgemeinerung von i) )

fij(Fry ™) = (Fi = 7)* —=¢; =0 (1<i<j<N)

ci; ist eine feste Konstante.

iii) Teilchen auf Kugeloberflache

m

N

(3.2)
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P —R=a2?+y?+22 - R*=0
2. holonom-rheonome Zwangsbedingungen

of,
ot

£0

Beispiel: Masse auf schiefer Ebene mit verdnderlicher Steigung

Generalisierte Koordinaten

Holonome Zwangsbedingungen reduzieren die Anzahl der Freiheitsgrade:
S=3N-p (3.3)
Generalisierte Koordinaten: ¢, go, ..., gN
Bedingungen:
i. Konfiguration des Systems ist eindeutig durch ¢1, ..., ¢g festgelegt. D. h.:
i = 7i(q1, s 45, t) (3.4)
wobei die Zwangsbedingungen automatisch erfillt werden.

ii. Die g; sind unabhdngig voneinander, d. h. es gibt keine Beziehung der Form
F<q17 q27 LA QS; t) - 0

Bemerkung;:
1. ¢=(q1,q2,...,q5) € K C R®, K: Konfigurationsraum

2. Allgemein muss Gl. 3.4 nur lokal gelten, dann ist K eine S-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit (wird hier nicht benoétigt).

3. q1,..-,qg: generalisierte Geschwindigkeiten
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4. Bei bekannten Anfangsbedingungen:

q = qto) = (q1(to), .-, as(to))
do = q(to) = (q1(to), .-, ds(to))
ist der Zustand des Systems (im Konfigurationsraum) fiir alle ¢ berechenbar.
5. Die ¢; konnen beliebige Dimension haben, nicht nur die der Lange.
6. Die Wahl der g; ist nicht eindeutig, die Anzahl S ist jedoch eindeutig.
Beispiel:
1. Teilchen auf Kugeloberflache

?+y?+ 22— R*=0
S=3-1=2
q1 =1, g2 = ¢, d. h. generalisierte Koordinaten sind Kugelkoordinaten.

1 = Rsinvcosyp
y1 = Rsindsing
z1 = Recos?

2. ebenes Doppelpendel

21 = z9 = const.
2 +yl—13=0
(1 —22)* + (y1 —y2)? — 13 =

S=6-4
g1 ="
g2 = V2

r1 = ll COSI91, Y1 = ll Sin’l91, 1 = 0
To = Iy cos¥ + ls cos Vo, yo = 1 siny + lasinda, 20 =0
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3. Teilchen in Zentralpotential (keine Zwangsbedingungen):
V(r) = V(|7)
S:3_O:37 q =T, %Zﬁ, q3 =@

b) nicht-holonome Zwangsbedingungen
Dies sind alle Zwangsbedingungen, die nicht wie in Gl. 3.2 darstellbar sind.

1. Ungleichungen
Beispiel: Teilchen in einer Schachtel
0<r <L (1=1,2,3), L;: Kantenlédngen

2. Zwangsbedingungen in differentieller, nicht integrabler Form
Allgemeine Form:

(71, .y TN) = (1,22, ..., TaN)

3N
> fimdtm + fudt =0 (i=1,..,p) (3.5)
m=1
Wobei die linke Seite fiir kein ¢ integrierbar ist.
Alternativ:
3N
Z Jim@m + fit =0 (3.6)
m=1

Die Nicht-Integrabilitat der linken Seite ist dquivalent dazu, dass in Gl. 3.5 links kein
totales Differential steht. Oder: Es gibt keine Funktion Fj(x1,...,x3n,t), sodass gilt:

OF; OF;
- L=t 3.7
fzm 8$m7 fzt ot ( )
Denn dann wére dF = 0 mit der Folge:
Fi(x1,...,x3N,t) = const. (3.8)
Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass Gl. 3.5 nicht holonom ist:
afi afi
flm # f’l,n (3.9)
Oxy, Oz m
Beispiel: Einrad
7
< a

Annahme: Das Rad steht vertikal.
Die Bewegung wird dann beschrieben durch:
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e Den momentanen Auflagepunkt A: z,y(z = 0) = 7(z,y,0)
e Die Winkel ¢, 9. Zwangsbedingung: Rollen (ohne Gleiten)

v=17= =R

T = vy =vcost = Rpcosd

vy = vsind = Rpsind

Daraus folgt:
Zsind —gcosv =0
S~
—fa —7,
bzw.
drsind —dycosd =0

5, 2%,
09 ox

= cos v #

3.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Das Ziel ist es, die Zwangskrifte zu eliminieren.

Definitionen:

1. virtuelle Verriickungen 675
e infinitesimale, virtuelle Koordinatendnderungen
e mit den Zwangsbedingungen vertraglich
e werden momentan ausgefiihrt (¢ = 0)

Bemerkung: Der Unterschied besteht darin, dass 07; nur virtuelle Verriickungen sind,
wahrend es sich bei d7; = 0 um wirklich stattfindende Verriickungen handelt.

2. virtuelle Arbeit
oW; = —F;07; (3.10)

wobei mit der treibenden Kraft K; und der Zwangskraft Z;
Fy = K; + Z; = m7; (3.11)
die gesamte auf das Teilchen wirkende Kraft ist.

Prinzip der virtuellen Arbeit

K

=
Ny
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Zzi.gﬁ =0 (3.12)

Zwangskréfte leisten keine Arbeit. Mit Gl. 3.11 folgt mit mf’z =p; = I_ﬁ + ZZ das
d’Alembertsche Prinzip

> (K —pi) - 07 =0 (3.13)
i

Beispiel: Teilchen auf glatter Kurve (N = 1)

m

Bemerkungen:

1. Allgemein (N > 1) muss nur die Summe in Gl. 3.13 verschwinden, nicht jeder einzelne
Summand.

2. Das primére Ziel ist erreicht: Gl. 3.13 enthélt die Zwangskréfte nmicht mehr.

3. Allerdings ist dies eine unhandliche Form, da die 67; nicht unabhéngig sind. Man
macht daher einen Ubergang auf generalisierte Koordinaten.

generalisierte Koordinaten

ﬁ:ﬁ(q1aq25-“aQSat) (121,,]\7)

or; . or; -, . .
Ty = TZQJ + 6; = Ti(qlv - 45,41, "'7QS7t) (314)

analog fiir virtuelle Verriickungen:

o1 = 675(0q1, g2, ..., 8qs) (i=1,..,N)

> oF;
67 = a—f(sqj (3.15)
=1
Der erste Term in GI. 3.13:
N NS am s
Y Kibm=> ZKia—faqj =) Qg (3.16)
i=1 i=1 j=1 4 j=1
mit dem generalisierten Kraftkomponenten:
Y oF
Q; = ZKZ i (3.17)
i=1 04;
Bemerkung: im Allgemeinen:
[Q;] # [Kraft]

[Qjqj] = [Energie]

Fir den zweiten Term: Beniitze:
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1.
= s 2= 2
gf)ri _Zﬁnq_i_f)rl
dt Og; — 9q; 9q " 9g o0t
0 ory . Or;
= g (Zl: ot T 8t>
o
= 3.18
dq; (318)
2. aus Gl 3.14: ]
or; or;
L= 3.19
SNowioT = > mu- 0
3.15 - OT;
(3.15) me 3 0q;
i J
B SN L.
- ‘\dt g ‘dtagp)
d . o5 or;
= i v ' d
Z (dt " dq; " dq; ) K
i,J —— ——
=350 (%)? =5 ()?
2 Bq] qu
N1
_ (N2 o N
[T = z; iml (Tz) kinetische Enelgle]
S (§L 2Ty,
S \dt 9¢; g ’

Unter Benutzung von GI. 3.13 erhélt man die Formulierung des d’Alembertschen Prinzips
in generalisierten Koordinaten:

([d T or

Spezialfall: konservative Systeme _
Es existiert ein Potential V (7,7, ..., 7x) unabhingig von 7, sodass

> 0
K, =-V,V=— 3.21
Generalisierte Kraftkomponenten:
N
- Or; oV or; ov
Qi = K; = — =_—— 3.22
! ; 0q; Z ar; 0q; 0q; (3.22)
wobei
S . ov
Vg, qs) =V(ri(ar, - 4s), -, TN (q1, -1 G8)) - =0
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Mit GI. 3.20 folgt:
3 d 0 tp
—— T -V)——(T-V) 3d¢; =0 3.23
= =:L
Definition: Lagrange-Funktion
L(Qla - qs, 417 seey (jSa t) = T(le - qs, qlv ceey C,‘ZSv t) - V(qlu ceey QS) (324)
Lagrange-Funktion fiir holonome Zwangsbedingungen
Die dg; sind unabhéngig voneinander und damit jeder Summand in GI. 3.20.
Das d’Alembertsche Prinzip fiir holonome Systeme lautet also:
d T oT
— | —-Q;=0 =1,2,..,5 3.25
S| @0 =129 (3.29

Konservative Systeme:

Lagrange-Gleichungen 2. Art:

dor_or_
dt 0g; 0q; N
Bemerkung;:

1. auch Euler-Lagrange-Gleichungen genannt

2. Die Lagrange-Gleichungen sind dquivalent zu den Newtonschen Gleichungen.

(3.26)

3. Es handelt sich um S Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit fiir ¢;(¢) Man

benétigt also 25 Anfangsbedingungen:
01(0), ..., qs(0)
¢1(0), .., ¢s(0)
4. Lagrange-Gleichungen haben fiir beliebige {¢;} dieselbe Form.

5. Verallgemeinerter Impuls:

0oL

0L
—— =04 p; = const. (Erhaltungssatz)
dq;

q; ist zyklisch.

Beispiel (Nolting, S.76): Schwingende Hantel

M9

(3.27)

(3.28)
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Zwangsbedingungen:
zZ1 = 22 = 0
vy = 0
(33’1 — $2)2 + (yl — y2)2 = l2 (holonom, skleronom)

Die Anzahl der Freiheitsgrade S ist also: S =6 —4 =2
Die generalisierten Koordinaten sind: ¢ = x1, g2 = ¢
Transformationsformeln:
rT1=q, y1=0, 21=0
xo =q1 +1siny, yo =1Isingp, z0 =0
T1=q, 11=0,2,=0
To = q1 + g2 cosqa, yo = —lg2sings, 22 =0

kinetische Energie und Potential:

mi . . mo . .
T = 7(x%+y%) T (45 + 43)
1 . mo . ..
= S(m+ ma)di + o (%3 + 2lg1d2 cos g2 )
V. = —malgcosq

q1 ist zyklisch, d.h. kommt in der Lagrange-Funktion nicht vor:
oL 0 pr— oL
Oq "L 00,

Physikalisch ist dies die x-Komponente des Impulses.
Lose nach ¢ auf:

= (m1 + ma2)q1 + malds cos g2 = const.

p1 ma

G = — [ g2 cos q2
mip+mg M+ mg ——
— :isinqg
=:C dt
Integriere:
po M2 ) +
=ct— sin a
q1 M1+ g qz
Anfangsbedingungen:
¢1(0) = a=0
22(0) = ¢(0)=0
) mal .
0) = c —— q2(0) cosga(0
q1(0) L ml_m2Q2() 22(0)
=0 =wp =1
G2(0) = ¢(0) =t wo
mzl .
0(t) =~ sina(t)
= (1) ML inp(t), ei(t) = 0
T = ———sin =
1 M1+ s P, #1
mo .
t) = 1——1 t t) =1 t
ra) = (12 tsinplo). salt) = tcosit)
my

= mq+mo
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e 71 = (x1,y1) beschreibt eine periodische 1D-Schwingung.
e 75 = (x2,y2) beschreibt eine periodische 2D-Schwingung (Ellipse).

Ball]lkul ve:
b

wobei b := [ <l und a :=1. Fiir m; — oo gilt:

mi
mi+m2
2 2 2
Ty + Yy = l
r1=y1=0

— physikalisches Pendel

©(t) ist immer noch unbekannt. Betrachte also die Lagrange-Gleichung fiir go =

4oL oL _

dt g2 Ogo

OL 9. .

—— = mal“ga + malgi cos qo

042

OL L :

D = —mealq1G2 sin ga — magl sin g2
q2

= —malsinga(dide + g)
Bewegungsgleichung;:
mal(ld2 + cos g2d1 — sin q2gad1) + malsinga(digz + g) = 0

Daraus folgt:

’l('jg—i-cosq%'il + gsings :O‘

mit q; = m1+m2 sin gg

e nicht-lineare Differentialgleichung 2. Ordnung fiir g2(t) = ¢(t)
e Niherung ¢ = ¢ < 1

cosqo ~ 1, singy =~ q2

lgo+ 41+ 992~ 0
7TL2l

B ma®

ma ..
| — ——= Do+ g ~0
( e——— VG2 + 992

=l

m1+m2

Damit ergibt sich:

(Vo

harmonischer Oszillator: lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

Ansatz:
g2 = Acoswt + Bsinwt
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wo
¢2(0) =wo = B=—
w
w= ]9 M +ma
l mi
o(t) ~ 20 Sinwt
w
Verallgemeinerte Potentiale
bisher:
V = V(Fl,FQ,...,FN) unabhéngig von 7, t
= V(ql, q2, ..., qS) unabhéngig von ¢;, t
jetzt:

U= U(Q17 "'7q5'7q.1> ey QSﬂf)

generalisierte Kréifte:

d oU oU
Q= 5 " A
dt 0q;  Og,
verallgemeinerte Lagrange-Funktion:
L=T-U (3.29)

Mit diesen Definitionen gilt die Lagrangegleichung (3.26) unveréndert.

Beispiel: geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld

(qj =15, Q; = F})
Lorentz-Kraft: . . '
F=GE+7xB)=¢(—-Vyp—A+ 7©x(VxA4))
N—_———
=V (7 A)-(FV)A

beniitze: . .
d - 04 . O0A S
= o T = VAT A
damit: .
- Odp dA g .- d oU oU
F = et — — (7 e —
o~ w T = gor o
Es folgt ‘ ‘
U(r, 7 t) = qp(7,t) — FA(T, 1)) (3.30)
und:
L= +q(rA) = —gp (3.31)
Eichtransformation:
A— A+ Vx
L X
v ot
. 0
L— L+§( Vx+ 71‘) (3.32)
N————
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e L ist nicht eichinvariant (enthilt Potentiale A, ¢).
e Die Lagrange-Gleichungen sollten eichinvariant sein (enthalten E, B).

Allgemeine Behauptung: Die Lagrange-Gleichungen sind invariant unter

df
L L+
BT

wobei f(qi,...,qs,t) eine beliebige (hinreichend oft) differenzierbare Funktion ist.
Beweis:

S
_df - 9f . Of
L L+L°’L°_dt_;aqlql+at
oLy 0 df  &f o f

dqj  dgq;dt  q; 0t 4= Dg;dg
doLy, d 9df dof 9 df 0Ly

&aq]' _dt 8q]dt_@87q]_87qj8t_ 8qj
——

_of
qu
d 0Ly 0Ly .
— 020 =1

Lagrange-Funktion fiir nicht-holonome Zwangsbedingungen

p holonome Zwangsbedingungen
¢’ nicht-holonome Zwangsbedingungen

1. Reduktion auf .S = 3N —p Freiheitsgrade mittels generalisierter Koordinaten ¢y, ..., s

2. Schreibe die nicht-holonomen Zwangsbedingungen

3N
D fim(@t, o wsn, ) Az + fir(@r, zsy,)dE =0 (i=1,..,p/)  (3.33)
m=1

um auf generalisierte Koordinaten:

S
> aimdgm +bipdt =0 (i=1,....p) (3.34)

m=1

3. Zwangsbedingungen fiir virtuelle Verriickungen:
S
> timOgm =0 (3.35)
m=1

4. Fiihre p’ Lagrange-Multiplikatoren \; (i = 1,...,p’) ein:

/

P S
Ai D QimOgm =0 (3.36)
1 m=1

i=

(Die A; sind im Moment noch beliebig.)
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5. konservatives System (GI. 3.23):

/

S D
oL d 0L
E 7aqm - aTQm + g Ai@im ¢ 0Gm =0 (337)

m=1 i=1
6. Die dg,, sind nicht unabhéingig: Wihle die g, (m = 1,...,.S — p') unabhéngig und g,
(m=S8—p +1,..,5) abhidngig. Bestimme die \; so, dass

oL d oL & ,
- — — i im = = —_— 1,..., . .
Ba,.  dt da,, + 2 Aia 0 (m=S—-p + S) (3.38)

Einsetzen in GI. 3.37:

S—p’

A " nma T Ai@im 5Qm =0
Z ¢y dt Ogpm ;

oL d oL &
. 3. a_ )\’L im — :17"'7 —p
9an  dt danm + ; a 0 (m S—p)

Mit GI. 3.38 folgen die

Lagrange-Gleichungen 1. Art:

d oL oL &
—_—— = )\iaim m = 1, ,S 3.39
o Bl ( ) 339)

Bemerkungen:

1. S Differentialgleichungen fiir S+ p’ Variablen g¢,,, A;, man benétigt noch die Zwangs-
bedingungen:

IS
Zaimqm+bit =0 (’i: 1,...,p/)

m=1

2. Physikalische Bedeutung der \;:
Vergleiche Gl. 3.25 fiir holonome Systeme:
generalisierte Zwangskrafte:

p/
Q= Xtim  (m=1,..,5) (3.40)
i=1
Die Zwangsbedingungen (3.36):

S
> Q0gm =0 (3.41)
m=1

Dies ist die Formulierung des d’Alembertschen Prinzips in generalisierten Koordinat-
en.
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3. Man kann die Lagrange-Multiplikatoren auch fiir holonome Systeme anwenden:
e Man erhélt ein komplizierteres Differentialgleichungssystem,

e aber dafiir Informationen iiber die Zwangskrifte (wichtig in der technischen
Mechanik).

Beispiel: Rad auf der Oberflache

qQ = T
Q@2 =Y
QB = ¢
q@u = v
Rollen:
T —Rcosvp = 0 (i)
y— Rsindp = 0 (ii) p'=2
d.h. in GIl. 3.34:
all = 1, alg = 0, a13 = —RCOS’lg, ajq = 0
agl = 0, agy = 1, a93 — —Rsinﬂ, a9y = 0
bit =0

Es gibt zwei Lagrange-Multiplikatoren A1, Ao. Die Zwangskréfte:

Qi = M

Qy = X

Q3 = —Rcos? A\ — Rsind \y
Qy = 0

Es gibt keine dufseren Kréfte: V =10

m 1 1.
L:T—V:T:§(¢2+92)+§Jl¢2+§J2192

Lagrange-Gleichungen (1. Art):

Mi = M\ (iii)
Mij = X (iv)
Ji$pg = —RcosI A — Rsind Ay (v)
Jd = 0 (vi)

(vi) = 9(t) = wt, w = const.
Differenzieren von (i) und (ii) nach der Zeit ergibt:

& = —Rw¢sinwt+ Rpcoswt
= Rw¢coswt + Rpsinwt

Die Lagrange-Multiplikatoren mit (iii) und (iv):

A = —MRwsinwty + MRcoswt @
Ao = MRwcoswtp+ MRsinwtp
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In (v):
Jip = MR*wsinwtcoswt p — MR?cos® wt
—MR?*w coswt sinwt ¢ — M R? sin? wt ¢
= —-MR*

Damit ist ¢ = 0 und ¢ = ¢g = const..
Die Zwangskréfte:

Q; = —MRwpgsinwt
Qy = MRwpgcoswt
@3 = @4 =0

N

Geradeaus fahren: w = 0, @1’2 =0
Kurve fahren: w # 0

d? T
M—
dt? ( Y >

Mch,bo( —sinwt )

coswt
. d [z ) cos wt
v dt(y>_R¢0<sinwt)
S ( x ) R . ( sin wt >
A = = —o Kreisbahn
Y w —coswt

3.3 Das Hamiltonsche Prinzip

Das bekannte d’Alembert-Prinzip ist ein Differentialprinzip. Nun gibt es mit dem Hamil-
tonschen Prinzip ein Integralprinzip.

Betrachte ein mechanisches System mit dem Konfigurationsraum K: Jeder Satz von gen-
eralisierten Koordinaten ¢ = (q1, g2, ..., ¢s) € K driickt den Zustand des Systems aus.
Die zeitliche Anderung des Zustands zwischen den Zeiten t; und ts:

q: [tl,tg] — K
t—q(t)

q(t) heifst Bahn (oder: Bahnkurve, Konfigurationsbahn, Trajektorie).
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Die tatséchliche mechanische Bahn sei nun §(t). Fiihre virtuelle Verriickungen dg(t¢) durch:
Es ergibt sich die varrierte Bahn:

a(t) = 4(t) + dq(t)
Wobei dq(t1) = dq(t2) = 0, sodass ¢(t1) = qa, q(t2) = g fiir alle g(t).
Definition: Konkurrenzschar (Variationsschar)
M ={q: [t1,t2] — K | ¢(t1) = qa, q(t2) = qp, q zweimal differenzierbar} (3.42)

q

Ga

Betrachte holonomes, konservatives System:
— Lagrangefunktion: L =T —V
Fiir jede Bahn ¢ € M ist L zu jeder Zeit definiert.

Definition: Wirkung
to
Sla(o)] = [ Ll (o).t (3.43)

— Wirkungsfunktional

Hamiltonsches Prinzip: Die tatsichliche mechanische Bahn ¢(t) erfolgt so, dass das
Wirkungsfunktional S stationér (extremal) wird:

S1q(t) + dq(t)] = Sla(t)] (3.44)

fiir beliebige infintesimale viruelle Verriickungen d¢(t).
Bemerkungen:
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~
>

(} ;?lln j

2. wire S eine Funktion f : R — R (oder R” — R), dann konnte Gl. 3.44 als Ableitung

geschrieben werden:

flz+dz) = f(x) —i—dw% = f(z) &

df
L _9
dx
. Hierist §: M — R ein Funktional. Man definiert die Variationsableitung analog
zur Ableitung %. Ableitung einer Funktion x — f(x)(eine Variable)

df flz+e)— fz)

— = lim
dz e—0 g

umgekehrt: Taylorreihe:

flx+e)=f(x) —i—s% + O(£%)

Ableitung einer Funktion: (x1,x2,...,x,) — f(z1,22,...,Tp)

of lim flxr,xo, @i+, xn) — f(X1, 22, 0y Tiy oy Tny)
81/‘1' e—0 c

Variationsableitung eines Funktionals ¢(t) — S[q(t)]

5 Slat) + £d(t — )] — Sla(t)]
Sqlr) o e (3.45)
, Taylor-Entwicklung*
- - 08
S[q(t) + bq(t)] = S[a(t)] + m&l(t)

Totale Ableitung:

df = gdaz

_ N
af = Y 8xidml (3.46)



3 Lagrange-Formalismus 55

Hamiltonsches Prinzip:

55 =4 / * L(a(®).d(0). ) = 0 (3.47)

t1

fiir die mechanische Bahn q(t).

Aquivalenz zum d’Alembertschen Prinzip:
(i) d’Alembert = Hamilton

N
Z(mm— )~6F}:0

i=1

~.

Beniitze:

Integriere:

to . N
(S
to . . =
- /tl Z[i(mm 57%) — ";@5(@2)—&5@} dt

= Zmzrl 57’@ /t2 Z ml 42) + K- (57‘1} dt
1

=1
=0

wegen 67 (t2) = Y27 Got 04 (tr2) = 0

=0
kinetische Energie:
N
T = Z; o
Krafte (konservatives System):
ov
K 0T = i0q; 5 -0V
to t2 t2
= 0= T —-V)dt = SLdt =6 Ldt =4S

t1 t1 t1

(ii) Hamilton = d’Alembert

Beniitze, dass L(t) : g +— L(q(t),q(t),t) ein spezielles Funktional ist, da es nur von ¢ und
¢ zur Zeit t abhéngt, und nicht von der ganzen Funktion ¢(t). % kann durch gewohnliche
Ableitungen ausgedriickt werden:

OL o Lla(t) + 20t = t),d5(8) + =0/ (E = ¢),1) = L(gy(8),65(8). 1)
5Qj(t/) e—0 I
oL oL ,.
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Fiir die Umformung wurde Taylor benutzt:

of

f(x+n,y+n)=f(:vy)+nam‘_o nayn:0+(9(n2)
t S
2 JL
oL = / dt’ dq;(t'
t1 ;5(1 (t) (")
>t f oL oL . 1, o1
= dt’' § =—=0(t —t')dq;(t') + - &'(t — ') dg; ('
g/ {8%( gyt + 5o >qj<>}
S
B oL ...~ OL . ., ., O0Ld
- Z{ 580 = 5z 010 = 1|+ 5 000}
=0
0 - / :/ SLat
A
= / 8 dtéq]()

S

2
ZSZ/ - —3@}6 ®
=n 8qj dt an K

Fiir holonome Zwangsbedingungen sind die d¢;(¢) unabhéngig, es ergeben sich die Lagrange-
Gleichungen 2. Art.
Fiir nicht-holonome Zwangsbedingungen folgen die Lagrange-Gleichungen 1. Art.

3.4 Erhaltungssatze

Beispiel: zyklische Variablen:

0L

—— =0

6qj
dp; _ d ng 9L
at — dt g

= b; = pj(q17 ceey qS7q17 ceny q57t) = const.

=0

Dies erniedrigt die Grofe (Komplexitét) des zu losenden Differentialgleichungssystems.
Erhaltungsgrofen (Integrale der Bewegung):

I.(q1,.,9s,41,-..,4s,t) = ¢, = const. (3.48)

Beispiele:

1) Homogenitét der Zeit

In diesem Fall: Form der Bahn ¢(¢) héngt nicht vom Anfangszeitpunkt ¢, ab, falls die
Anfangsbedingung ¢(t,) = ¢, ist. (Invarianz unter Zeittranslation)
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q
‘ .
o ta + Al 1, h+ ALt
Invarianz unter Zeittranslation bedeutet:
q(ta) = Gus Gulta) = Gy : q(t) ist Losung, mit q(ty) = G
q'(ta + At) = Gu, §o(ta +At) =g, 1 ¢'(t + At) = ¢(t) Losung, mit §"(t, + At) = g
Dies ist nur moglich, falls 2& =0 (GL 3.41), d.h. L = L(q1, ..., g5 1, --., 43):
S
dL oL . oL . oL
T - X B0 q]+8<jjqj>+8t
=t~
L.G. 4 oL
£ o
S
S (dan« . 5‘%)
= dt o¢; 7~ 9¢;
d < 0L .
dt¢ - 8qj J
=pj
d S
= dt(;quj—L) ~0 (3.49)
—_——
=H
Die Funktion
S
H=Y pjg—L (3.50)
j=1
heifst Hamiltonfunktion des Systems. Es gilt:
oL . .
a1 = 0< H=H(q,..qs,q1,-.-,4s) = const. = E (3.51)

Physikalische Interpretation von H:

Annahme: holonom-skleronome Zwangsbedingungen (%’? =0)
7_'; = 7:;‘((]17~~7QS7t)
:. o O
K- by
: 9q; 7 " ot

j=1
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Kinetische Energie:

1 5 1 oF; OF N . .
=g domit =5 30 (352 5 ) (3:52)
=1 Jl=1 =1
::ujl(‘Ilv-qu)

uj; ist die verallgemeinerte Masse.
Man sagt: T' ist eine homogen-quadratische Funktion der Geschwindigkeiten (homogene
Funktion 2. Grades), d. h.:

Ta(qla -+ 45, QIv --->QS) = Ta(q17 -+ 45, a(jla "'7aq.S)
- a2Ta(q17"'7q57q17"'7(j5)

Damit:

S
o7, oT 2
L= —¢=2aT="-T,
da — g, a
Jj=1

Daraus folgt mit a = 1 und T, = T der Eulersche Satz iiber homogene Funktionen:

Beniitze noch % =0:
qj

Hamiltonfunktion:
H=> pjg—-L=2T—-(T-V)=T+V
j=1
Also:

H=T+V=FE (3.53)
FE ist die Gesamtenergie, die Summe aus kinetischer und potentieller Energie.

2) Homogenitéit des Raumes

7i(t) = Ti(qi(t),...,qs(t)) sei Losung. Damit ist 7'(t) = 7i(t) + A7 = 7i(q1, ..., q; +
Agj, ..., qs) ebenfalls eine Losung.

Dabei wurden die generalisierten Koordinaten so gewéhlt, dass ¢; — ¢;+Ag; eine rdumliche
Verschiebung aller Teilchen 7; — 7; + A7 erzeugt.

Mit
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folgt:

or;
8qj

n; =

Die Invarianz unter rdumlicher Verschiebung ist gewéhrleistet, wenn ¢; eine zyklische Vari-
able ist, $& = 0. Mit ¥ = 0 gilt:
J J

oL oT
P ey
N 0T
2 mma—qj
(3.19) N ., 01
-1 ;mﬂ”i 70,
= P (3.54)

r=y, m;7; ist der Gesamtimpuls des Systems.
Die erhaltene Grofe p-n;j ist die Impulskomponente entlang der Verschiebung.

Mit 07 beliebig folgt

Satz von Noether (Emmy Noether, 1918):

Die Lagrangefunktion L(,q) sei unter der Transformation ¢ — h*(§) invariant, wobei
s € R und h*=0(q) = 7.

Dann gibt es ein Integral der Bewegung (=Erhaltungsgrofe)

oL d
Q7q_) Z 8q] dS ]

j=1

(3.55)

s=0

Beweis: Sei ¢(t) Losung der Lagrange-Gleichung. Dann ist ¢*(t) = h*(g(t)) auch Losung
(alles), d. h.

T @08 W) - SO0 =0 (=15 @50
Auflerdem:
d =8 S8
0 = T L(@().q°1))

S .
dg® dé®
_ Z[aL dgj | 8‘L qj} (3.57)
Og; ds dq; ds

Setze GIl. 3.56 in Gl. 3.57 ein:
S [doLd,. oLdd,)
dt d¢; ds hj dqjdtds 7|

J=1

d L d
=Y OLdy._y (s=0)
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Beispiel: Invarianz unter Drehungen

(keine Zwangsbedingungen: 7; < ¢;)
Drehung (um die z-Achse):

0 0
d dR?
R = 7
ds (T> s=0 ds ls=0
0 1 0
= -1 0 0
0 0 0
T’iy
= —Tix
0
= €, X7
N
oL d -
I = > S g
> orash )
N
= ﬁz(éz X Tz)
=1
N
— Z(FZ X pi)éz - Lz
——

[; ist der Drehimpuls des i-ten Teilchens, [ = Zf\i (75 x p;) ist der Gesamtdrehimpuls.
Noether:

dL,
=0
dt

Die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses bleibt erhalten.

Die 10 klassischen Erhaltungssitze
Lagrange-Funktion eines abgeschlossenen (konservativen) N-Teilchen-Systems (ohne Zwangs-
bedingungen):

N
. . 1 .
- - 5 = 2 - o - _
L(xl,...,a:N,xl,...,xN): 5 E m;x; —V(a:l,xg,...,a?N) =T-V
i=1

Invarianz unter inhomogenen Galilei-Transformationen (Kap. 2.1):
' = RZ+Ut+ T
t = t+to
d.h.
V(R.ﬁl_ﬁ + 17(t + t()) + Zo, RZN + ﬁ(t + to) + .fo) = V(fl, ey fN)

fiir alle R € SO(3), @, Tp € R3.
Galilei-Transformation: 10 kontinuierliche Parameter — 10 Erhaltungsgréfsen:
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i. tg: Zeittranslationen: Energieerhaltung — 1
ii. #p: Raumtranslationen: Impulserhaltung p'= )", miTi — 3
iii. R: rdumliche Drehungen: Drehimpulserhaltung — 3

iv. 0 spezielle Galilei-Transformationen (mit Noether-Theorem):
2o M (Ti—7it)

P

Schwerpunkt Ty = — 3
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3.4 Erhaltungssitze




4 Hamilton-Formalismus

Es geht um eine Umformung der Lagrange-Mechanik, bei gleichem Giiltigkeitsbereich. Dies

ist wichtig fiir die Formulierung von Quantenmechanik und statistischer Mechanik.

Lagrange

(@.4:t)
L(q,q.1)
S Dgl. 2. Ordnung

fir ¢(t) im Konfigurationsraum

4.1 Hamiltonfunktion

Legendre-Transformation: L — H

l

l

!

Hamilton

(7, p,1)

H(q,p.t)

2S5 Dgl. 1. Ordnung

fir (¢(t),p(t)) im Phasenraum

S
H(G,p,t) =Y pid; — L(@, 4, 1)

j=1
wobei:
oL L.
pj=—— =p;(7, 1)
4;
Geometrisch:
L
N
L
L AL
7 Steigung p = ——
q aq
— H(p)-
q q
Analytisch:

e l6se Gl. 4.2 auf nach ¢; = ¢;(q,p,t)

e setze ein in Gl. 4.1

(4.1)

63
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totales Differential von H:

) ' - oL oL . oL
dH "= ) (dpjd; +piddy) — ) ( 20 ot {quqj) - S
:%%:Pi =Dj

0H 0H 0H

= —dq; + —dp; —dt
Zj:<5qa‘ BT o, pj) "o
Durch Vergleichen der beiden Gleichungen erhélt man die

Hamiltonschen Gleichungen/kanonischen Gleichungen:

OH
i = — 4.3
OH
= ———— 4.4
und oH 0L
il 4.5
ot ot (45)
Bei einer zyklischen Variable g;:
oL OH 0
8qj aq]‘
oL "
—— = const.
6qj
Beispiel:
1) ein Teilchen (ohne Zwangsbedingungen)
. L
L="TF-V(), = L
‘ , or
=T
A ) 59 - m -5 >
H=pr—L=mr°— —r —i—V(r):Er + V()
=~
=T
7 ersetzen durch -
ﬁ2
H=—+V(F 4.6
L v (16)
Kanonische Gleichungen:
- OH _ p
T = 5 = —_—
op m
. om_ v
P= T T o
Aus diesen beiden folgt die Newtonsche Bewegungsgleichung:
ov. =
Iz

2) Harmonischer Oszillator
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H=T+V=_—++V(q)
2m
dVv
= —I{; = —_——
q i
k 1
=V = §q2 = §mw2q2 (w? = %)
2
p 1 2 2
H=—+-
om 24
OH
—— =0= H(q,p) = F = const.
ot
GIL. 4.7 dividiert durch E:
o
2mE 7352
Bahn im Phasenraum (Ellipse mit Halbachsen a = WQLEQ, b=+v2mE):

h

v

p
A

Bahn im Konfigurationsraum:

q
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4.2 Variationsprinzipen

Hamilton:

q

mg = —mw2q

G+wiq=0

4.2 Variationsprinzipen

1) Hamiltonsches Prinzip im Lagrange-Formalismus

to X
ss=3 [ L), (), )t = 0

t1

wobei t1, ty fest und §q(t1) = dq(t2) = 0.

Beniitze:

S S
H:ijq.j—L@L:ijq'j—H
j=1 j=1

Modifiziertes Hamiltonsches Prinzip:

6S =0 [ dt [ > pig; — HE),q(t),t) | =0

Hier kann man ¢; = ¢;(p, ¢, t) schreiben und in Gl. 4.8 einsetzen.
Behandle ¢ und p als unabhéngige Variablen.
Damit ist Gl. 4.8 ein Variationsproblem im Phasenraum.

Die Wirkung S = S[q(t), p(t)] wird im Phasenraum variiert.

Hamiltonsches Prinzip
(Phasenraum)

l | oo

Legendre
—

Hamiltonsches Prinzip

Lagrange-Gleichungen Hamilton-Gleichungen
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Beginne mit GI. 4.8:

t1

t2
0 = 6S=0[ dt|> pig;—H@ qt)
J

5 oOH OH
— [ atS (0psds + pidiy — g5 — =—d >
/ (pJQJ p;0q; aqj q; 8pj Py

t1

j=1
R OH OH
[l ) w2
/t1 ;[\L 7 Op; 7 0g;
#0
=0 =0
Weil die dp;, dg; unabhéngig sind, folgen die Hamilton-Gleichungen:
OH
— =0 i=1,...,8
QJ ap] (] 9 9 )
oOH
p + = 0 J = 17 aS

2) Prinzip der kleinsten Wirkung (Prinzip von Maupertuis)

Hamilton Maupertuis
Anfangs- und fest fest
Endpunkt 6q(t1) = 0q(ts) =0  Aq(t1) = Aglts) =0

Anfangs- und fest variabel
Endzeit (tl, tg)
Durchlaufzeit ot=0 At #0

Energie variabel fest
(konserv. Sys.) H = E = const.

Konservatives System H = E = const.:

to S
S = dt pidi — H(F,q,t
[ (S -y
J=1 —E
= A—E(ts—t,)

Verkiirzte (reduzierte) Wirkung:

to S
A= / dt ij(]j (4.9)
t1 j=1

Prinzip von Maupertuis:

AA=A [ dt> pig; =0 (4.10)

Aq bezeichnet die Variation bei fester Energie und variabler Zeit:

AT=67+ G- At (4.11)
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{jj

v

Beweis:

A = S+E(t2—t1)
AA = AS+ E(Aty — Aty)
Wie berechnet man AS = A fttf Ldt?
Vertauschen von A und f nicht moglich, weil die Zeiten t1 2 variabel sind.
to

S= [ Ldt=1I(qt)— I t)
t1

AS = 8I(q,tg) — 0I(q, 1) + 1(F, t2) Aty — I(q,t1) Aty
—_— =

=05 =L(q,t2) =L(g}t1)

2

AS = §S + L(t)At

t
t1
Hier ist 0.5 # 0 weil Ag(t1) = Ag(t2) = 0 anstelle von §q(t1) = dq(t2) = 0 gilt.
Es fehlt noch §5:

to to

oS = 6 Ldt = oL dt
t1 11
S oL oL
= /tl dt-Z( %0 5Qj+aq,j5Qj>
=t~
_d oL
T dt B(jj
b Sq /oL 5. oL e
= dt —d0q; | = —0q;
t1 ]z::dt <8‘jj qj) ]zZ:l 4 Bl
s
(4.11) oL oL . t2
L T Ag — ZE5A
Zl ( ag; 1 " 9g; Y ) b
J N~~~
=pj
s Y
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Der letzte Schritt erfolgt mit Ag(t;) = Aqlt2) = 0.

AS = (L—ijqj)m
J

to
t

1

=-H
= —E(Aty— Aty)

Damit:

AA=0

3) Fermatsches Prinzip
kraftefreie Bewegung: V' = const.

S
qupj = H+L
j=1
= (T+V)+(T-V)=2T

H = T+V =F =const. = T = const.
to
A = / 27T dt = 2T(t2 — tl) X tQ — tl

t1

AA x ’ At —t1) = O‘ = Prinzip des schnellsten Weges (4.12)

Spezialfall: Massepunkt
T = %;2 = const. = |F] = const.

to ta | to
A dt = A |7ldt = A ds = 0 = Prinzip des kiirzesten Weges(4.13)
t1 t1 S~~~ t1

=ds
ohne Zwangsbedingungen: freie Bewegung im R3

mit Zwangsbedingungen: Teilchen auf Oberfliche

B

Geodate

B

‘1

4) Prinzip von Euler-Maupertuis (Jacobi)
Idee:

e climiniere die Zeit

e Variationsprinzip fiir riumliche Bahn
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Gl. 4.10:
to to

Al D gpj=A[ 2Tdt=0

t1

Skleronome Zwangsbedingungen:
1 ..
T=3 zl: It d5di
J

Verallgemeinerte Massen:
g = :
’ " g5 9

i=1

m; > 0 = pj ist eine positiv definite Matrix (klar, da 7' = £ >, m;7? > 0).
Beniitzen pu;; als metrischen Tensor im Konfigurationsraum:

do® ==Y pjdg;dg
7l

Damit:

1de? do
=—— oder dt = —
2 dt? odet 2

N

t2 D) Aes i
A/ Mﬂpﬂh¢A/ ¢T@:§5/ VT do=0
i @

t1 q1

E=T+V=T=E-V(

5/%ME—V@%@:O (4.14)

Spezialfall: V' = const.

G2
5/ do=0 (4.15)
q

Beispiel: Elektronen-Optik
Anwendung: Elektronenmikroskop
Elektron im Potential V:
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A
V' = Vi = counst.
e}
Y4
=7
>
_ T
x o]
YB V = Va = const.
L ]
rp B
rp—&

e Elektron bewegt sich von A nach B.
e An welchem Punkt C' = (z,0) durchstoft es die Grenzflache y = 07

Wissen: Im Bereich wo V' = const. ist, bewegt sich das Elektron auf Geraden (Fermatsches
Prinzip).
Beniitze Gl. 4.14 und dg? = m(dz? + dy?) = mds*:

0 = 5/ V2m(E =V (f)v/dz? + dy?
h,_/

o e
_ 5/A mderé/ /2m(E —V3)ds
_ ma/ ds+\/E7V25/ ds
= VTN AT o
= V(B V)2 4 e+ I Ve (e — a)? + i

0 = VE-"h—2 4 JE-v,—#B=2)

\ 22+ y4 \/<$B—$)2+y23
= VE—Visina—+FE—Vysin

sina  [E-Vy _ 2
sinﬁ VE-V \/

Dies ist das Gesetz von Snellius (— Optik).

4.3 Poisson-Klammern

Zustinde und Observablen
Der Zustand eines mechanischen Systems ist ein vollstdndiger und minimaler Satz von In-
formationen, aus denen alle Eigenschaften des Systems berechnet werden kénnen.
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Beispiele:
1) Ort ¢ € K ist keine vollstandige Beschreibung eines Zustandes.
2) Lagrange-Mechanik: Orte und Geschwindigkeiten (, ¢)
3) Hamilton-Mechanik: Orte und Impulse (g, p)
Observable: Ist eine mechanische Eigenschaft (Grofe) des Systems; immer eine Funktion
des Zustandes.
Im Hamilton-Formalismus: f(p,q,t)
Beispiele:
1) f = H: Energie
2) L = 7 x p Drehimpuls
Kenne Zustand (¢(to), p(to)) 7, Observable f(p,q,t)
zum Zeitpunkt tg. bei t = tg

l Lose Bewegungsgl. l ?

Zustand (§(t1), f(t1)) L. Observable £(q(t1), 5(t1), t1)
bei t = t; bei t =t

df L oL, O
a Z(aqj apjpﬂ>+ ot

=1

L/ Of OH  8f 8H\ _8f
- Z(aqj Op;  Op; Oqj> ot

3f

.

=: {f H}-l—

Definition: Die Poisson-Klammer der Funktion f mit der Funktion g ist:

S
{f.a} =2 (%ag. - a—fa—Q) (4.16)

Damit:
— ={fH}+— (4.17)

Fiir Hamilton-Gleichungen setze f = p; bzw. f = ¢;. Beniitze % = 0j1, g—zj = 05 und

oq; _ Op;
oo

. OH

4G = {%H}:@ (4.18)

. OH
bj = {pjaH}:_aiqj (4.19)
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Fundamentale Poisson-Klammern:
{gj,a} = 0 (4.20)
{pjm} = 0 (4.21)
{gj,m} = dj (4.22)
Beweis von GI. 4.22:
9qj Opr  9q; Opi
) - =0
{am} = Z ( dqr Opr,  Opy 3%) 7!
M A
=Sp=0k =0 =0
weitere Eigenschaften der Poisson-Klammer:
1. Antisymmetrie:
(1.1} = 0 (124
2. Linearitat
{lel+62f27g}:Cl{fl7g}+62{f27g} (425)
(c1, c2 sind Konstanten, unabhéngig von ¢, p)
3. ,Null:“
{c,9} =0 (4.26)
(¢ eine Konstante)
4. Produktregel:
{f.gh} =g{f,n} +{f.g9}n (4.27)
5. Jacobi-Identitét:
{f.{g.h}} +{g. 40 f}} +{h{f.9}} =0 (4.28)

Beweis der Jacobi-Identitéat:

T = (QIv -5 4s, D1, "'7pS)

0 0
{f,g} Z% kl@a{l
B 0 Ig
J_<—IS 0 >
25

0 0 15) oh
{f {9;h}} = Z 8;:%‘6%( ngl )

ox ox
ijki=1 k k

mit

Damit:

25

_ Z (8f - 0%g Oh 8fJ dg

ijki=1

ox; Jij Oxj Oxy, Jklf)ixl + ox; 9 Oz, Tui

52
Oxj Ox; )
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zyklische Vertauschung, sammle Terme

0%g  Of Oh
8.73j a:lik 83:1‘ 8:61

Summationsindizes umbenennen:

ijkl — lkij
Koeflizienten:
JijJ + Jie Jij =0
~—
=—Jr
Erhaltungsgrofien
Observable f(q,p), so dass:
df
— =0
dt

Mit der Poisson-Klammer:

df of
ar ~ U+ =0
folgt:
__9F
{f,H}_—E (4.29)

Falls f nicht explizit zeitabhéngig ist, wird die Bedingung dafiir, dass f eine Erhaltungs-
grofe ist:

{f,H} =0 (4.30)

Vorteil: Man muss die Bewegungsgleichungen nicht 16sen (vgl. Lagrange-Formalismus).

Satz von Poisson: Die Poisson-Klammer zweier Erhaltungsgroffen ist wieder eine Er-
haltungsgrofe.
Beweis: f, g seien Erhaltungsgrofsen:

__of
{rH} = 5
_ _ Y9
{o.H} = -7

7 zeigen:
0 g 0f dg
Benutze die Jacobi-Identitat (h = H):

{f,9}. HY +{{H. [}, 9} + {{g,H}, [} =0

_ of — _ 99
- ot

Daraus folgt:
0 0
{rohmy =—15oh - (0.2}
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Beispiel: f = H:

dH OH 0OH
Rl 5 ) & G Ml
dt U 1 + ot ot
=0
Falls % = 0: H = FE = const.
Bezug zur Quantenmechanik (QM)
klassisch QM
Zustand (q,D) komplexe Funktion ¥(q),1 : K — C
1 € 'H, H: Hilbertraum
Observablen  f(q,p), 9(q,p), ... hermitesche Operatoren auf H: A, B, ...
4 Korres.porlldenz— qj: H N
p; prinzip ﬁj _ —’i%: H s H
Hamiltonfunktion Hamiltonoperator
H(q,p,t) — q
fundamentale PK
{qi.p;} = &;; — i, pj] = ihéi;

(%) Planck-Konstante: i = %, h = 6.6-1073* Js; Kommutator: [A,B’] = AB — BA

4.4 Kanonische Transformationen

. Koord. L d . i . . .
Newton £ 222, Lagrange Legendre, Hamilton 2nonische Transt gy ilton-Jacobi
Idee:
Lagrange-Formalismus: Unter Punkt-/Koordinatentransformationen ¢’ = ¢’(q) sind die

Lagrange-Gleichungen invariant, die Hamilton-Formulierung ebenfalls.
Hamilton-Formalismus: Phasenraum, in dem Orte und Impulse unabhéngige und gleich-
berechtigte Variablen sind. Betrachte die Transformationen:

7 = q(a.p

= p'(d.p)
1. Diese sind allgemeiner als Punkttransformationen im Lagrange-Formalismus.

2. Transformationen im Phasenraum lassen die kanonischen Gleichungen nur unter
geweissen Bedingungen invariant.
Frage: Welches sind diese Bedinungen?
Definition: Eine Transformation (¢, p) — (¢’,p”) heift kanonisch, falls es eine Funktion
H'(¢",p’,t) gibt, sodass
OH' OH'
-/‘ e — undp; e —?
j 9

(4.31)
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Frage: Wie erhilt man H' aus H?
Im Allgemeinen kann H’ irgendeine Funktione sein, aber oft erhalt man H'  durch Einset-

zen':

H'(q",p",t) = H(@(q",p"), p(q", p"), 1) (4.32)

Dann nennt man die Transformation kanonisch im eigentlichen Sinn.

Beispiele:

1)

—/ —/

¢ =-0,p =q
)

H,(Cj),;ﬁ, :H((Tvm:H(ﬁlv_q)l)

oH' _ oH _ .

OH' OH . .

o T oy 0=
J

Diese Transformation ist kanonisch im eigentlichen Sinn.

2) Zyklische Koordinaten:
g; fiir die g—qu = 0 und somit %g =0 und p; = 0, p; = const. (Erhaltungsgrofie).

Wunsch: Alle ¢; (j = 1,...,.5) sollen zyklisch sein, und %—Ig = 0. Dann kann man das
Problem trivial 16sen, denn:

O0H .
B0 =~ 0 (Vj) < H = H(p)
4j
und mit
p; =0 (Vj) & p; = const. = ¢;
folgt
. oH . ) .
4 = D = g;(p1,...,ps) = gj(c1, ..., cg) = const. =: a; (V)
Dj
Integriere:
gi(t) = ajt+4¢;(0)
pi(t) = p;(0) (4.33)

Die oj werden aus H berechnet, die ¢;(0), p;(0) aus den Anfangsbedingungen.
Frage: Gibt es eine kanonische Transformation, so dass alle Koordinaten zyklisch sind?
Dies ist die Fragestellung der Hamilton-Jacobi-Theorie.

Die symplektische Struktur im Phasenraum

)T

f: < %) = (Q17Q2a -y q4s,P1,P2,.--, DS

= (1‘1,1’2, ...,$QS)T

Hamilton-Funktion:
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Hamilton-Gleichungen:

:LU’ = ((ha' 7457]517' apS)T
B (8H OH OH 0H 0H _ﬂ)T
5191 51?2 o 5]957 oni” Oq2” 7 Ogs
( OH 0H 0H _8H)T
Orgyit’ 8x5+2 " Oxos’ Ox1’ Oxze’ 7 Ozg
0 8H OH OH >T
IS 0 8:1:1 81’2 U 8%25
= =98 _vH
Zusammengefasst:
OH
= J— 4.34
T o (4:34)
Transformation: ¥ — ¢(%)
; 22 Dy, oy, OH
;= - i
= 8xj J ik 8$]‘ J (%k
9 25
_ 5w, O Ow 1§50l
- ox; 7" Oy, Oy, — y
Mit der Jacobi-Matrix
Ay
= 4.35
‘-7J ax] ( )
kann man fiir alle § schreiben:
oH  _0H
v qgqr i L ;01
y=JJJ 97 97
Dies gilt, falls die Bedingung fiir Kanonizitét von ¢(Z)
(4.36)

JITr =J

erfiillt ist. Man sagt, J ist symplektisch.

Theorem: Eine Transformation ¥ — % ist genau dann kanonisch, wenn sie die funda-

mentalen Poisson-Klammern erhéllt, d. h.
(i) die Poisson-Klammern sind invariant unter kanonischen Transformationen, also

{f.9} ={f. 9}
(ii) Umgekehrt: Eine Transformation, die die Poisson-Klammern erhilt, sodass die fun-

damentalen Poisson-Klammern
{dgi,d;} = {pi, 0}
{ai,}}

(4.37)

lauten, ist kanonisch.
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Beweis:

S
r af dg af dg
oy = Z < ad, op, Gpgﬁqg)

i=1
@3

JIT=1=J'=J"=79%19=J

Verwenden:

Damit:

Is SEAL NN

Infinitesimale kanonische Transformationen

girag( 8 1) ( (o) (a01)), )

7= ( z ) — §(@) = 7+ aD(@) (433)

Bedingung an D(Z), damit & — i kanonisch?

8yi 8DZ‘
= = ;i
jJ Bxk J ta 81'3‘
S~
:;ji?
oder
J=1+aJ"

(I+aTdP)J(I+aTP)T =J
= J4+a(TJPT+ 7T +00?) =J
= | JPT+J(ITP) =0 (4.39)

Benutze fiir diesen Gleichung folgenden Ansatz:
A B
D _
7=(e »)

und
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Es folgt:

Man liest ab:

A=-D7
q q' q F(q,p) >
=l 2 )=\ 5 |t =
<p> <p’> <p> <E(7157
——
=y =z =D(@)
OF;
AZ = Z?j = 17 7S
OE;
D;; = i,j=1,..,5
oF oF
Aij=5—=-Dji=—
0q; opi
Daraus folgt:
dq; opi
Die Bedingung aus Gl. 4.40 lésst sich erfiillen durch
oG oG
F, = d E;=— 4.41
opi dq; (4.41)
wobei G(q,p) eine beliebige (zweimal stetig differenzierbare Funktion) von ¢, p'ist.
0’°G B 0’G
Opi0q;  Oq; Op;
—0G
= oG
= . ) .
T—=y=r+a«a Yo |=7+al—=
< ~od ) o
G(Z) erzeugt die infinitesimale kanonische Transformation im Phasenraum:
oG
P y== J— 4.42
I—Yy=T+u«o 07 ( )

"kanonische Gleichung“ mit
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Umgekehrt: H erzeugt als kanonische Transformation die mechanische Zeitentwicklung.

Erzeugende Funktion

Wir wollen nun eine erzeugende Funktion fiir endliche kanonische Transformationen finden.
Betrachte eine beliebige (zweimal stetig differenzierbare) Funktion von ¢ und ¢’: F1(q,q”")
Man kann die Transformation wéhlen, so dass gilt:

OF - .
pi= 8(]-1 =pi(q,q) (i=1,..,5) (4.43)

Nach ¢’ aufgelost lautet die Vorschrift: ¢' = ¢(q, p)
Wie muss p” definiert werden, damit (¢, p) — (¢’,p”) kanonisch ist? Behauptung:

/ aFl

P = _Tq/_ (4.44)
Bewelis:
dq, Ov;  0q, O}
v = L z : .
{4 v} zk: < Oqr, Opr,  Opg 3%)

(4.44)

oq, 0’F ¢, 0*Fy >

4 <8Qk 0q 0p, g}, g O
—

(4.43) T dq; Opy

— Opr. 04
o
_ agjzaij
o, 45 g} 04
W) = (G o ~mon)
~ ()"
_ 2 - 2 - -
- TG Gang) e (@) )
2 _ 2 -
- S ()~ () )
op; Ov; 0w} o7
Ot} = (5 o )

k
(4.44) Z( 0*°F,  O%Fy B O*°F,  O%*F ):
9q; Oqr 0q;0pr,  Oq; Opr 04 Oy,

N’
=0 =0

k
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Aquivalente Formen der erzeugenden Funktion

oF, OF

P =F(qq) pi= g VT od (4.45)
Fy =Fy(d.p")  pj= gjj, q; = gi,? (4.46)
J
B=RGT) sy 5= (4.47)
J
Fy=Fyp.p') a5 = —Zijv 4 =- g? (4.48)
J

Bemerkungen:

pod

1. Erzeugende Funktionen verbinden eine alte (¢ oder p) und eine neue Koordinate (g
oder p”’).

2. Erzeugende Funktionen sind durch eine Legendre-Transformation miteinander ver-

bunden, z. B.:

S

- - OF

R(qp) = F@G§) - 5 ]
.
J
S
= F(q,d)+)_ v (4.49)

j=1

3. Zeitunabhéngige erzeugende Funktion: Kanonische Transformation im eigentlichen
Sinn:

H/(J/7ﬁ/) = H(J(qlaﬁ,)aﬁ(§/7ﬁ/))

Zeitabhingige erzeugende Funktion, z. B. F1(q, ¢’, t). Diese erzeugen allgemeine kanon-
ische Transformationen (nicht im eigentlichen Sinn):

oF;

H—pgyoh
o

(4.50)

Beispiele:
1) Vertauschung von Orten und Impulsen:

S
F(qq) ==Y aq; =77
j=1

OF, )
p; = 87(]] = —4q;
J

4 = —pj, P; = g
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Also: (q,p) 4, (—p, q) ist kanonisch.

2) identische Transformation

L
bj = 8(]j =Dy
, OF)
QJ = 8])/ =4

(7.D) EEN (¢, p) ist kanonisch.

4.5 Das Liouville-Theorem

(ca. 1840)
Motivation:

e Systeme mit vielen Freiheitsgraden (statistische Mechanik), bei N Teilchen sind es
6N Freiheitsgrade.

e Makrozustand mit Anfangsbedingungen, z. B. N = 10?3, Die Bestimmung von ther-
modynamischen Grofen (z.B. Energie) durch Mittelwertsbildung. Man benutzt die
Phasenraumdichte o(q1, ..., qs, P1, - DS)-

e Die Dynamik ist durch die Hamilton-Gleichungen ¢; = g—ff, i = —%Z gegeben. =
Bahnen im Phasenraum kreuzen sich nicht (,deterministisch”), das Analogon ist die
inkompressible Fliissigkeit.

A
Ensemble"
p1 +dpy =
—> | dV —>
P1
g1 ¢ +dg

N = o(qi,..-,48, D1, .-, s, t) dgi...dgsdps....dps

= dV (Volumenelement)

0 . )
gdedt = o(qi,....,ps)q1dt - dgo...dps — o(q1 + dq1, ..., ps) - G1(q1 + dg1)dt - dga...dps
) d(04
= [Q(Cﬂa .wps) — (o(q1, -, ps)dr(q1) + g;qll)dqﬁ dtdgs...dps
__0led)) 4y

dgy
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Fiir alle Grenzflachen:
o 3 9(e¢i)  9(opi)
ot P dg; dp;
9o do . 0 ( 9q; op; )
ot 2 <in I Ty Lo e By Ipi
_ 0H __9H
- op; 9q; _ 82 H 82 H
~ 9q; Op; dp; 9q;
Man kann also schreiben: 5
0
=10, H
o = 1o}
Damit folgt die Liouville-Gleichung:
d 00
— H — =0 4.51
o= ledr+— (4.51)
Auferdem:
S o .
d(edi) = 0(ebi)\ [ a7 04; Gi
Z = q = Vol -
i—1 dgi dp; Op; opi pi
=7
Damit folgt:
0o S,
5 =~ V(D)
Dies ist die Kontinuitétsgleichung fiir die Phasenraumdichte o(q1, ..., qs, p1, ..., Ps):
do
it 7) = 4.52
0+ V(0m) =0 (1.5
Liouville-Theorem (oder Satz von Liouville):
V(t) = V(to) = const. (4.53)

t >ty

v

Beweis:
V(e = / dq(t)dp(t)

- / | det 7| dg(to)dp(to)
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4.5 Das Liouville-Theorem

mit dgdp = Hledqidpi und

g%(t)

i (T

J = ( 8qqi((g))
Op;(to)

Wir wissen, dass

NONEE

0
r=( 1,

mit

gilt. Also:

Api(t)
Op;(to)

Op;(t)
0qi(to) )
J

Is
0

1 =detJ =det(JTJT) = det(JT) det(J) det(J) = (det J)*

Daraus folgt:

det(J) = £1

und

|det(j)’ =1
Setzt man dies oben ein, so folgt mit V' (tg) = [ dq(to)dp(to) die Behauptung.

Bemerkungen:

1. Die Uberlegungen gelten im Phasenraum mit (g;, p;), z. B. aber nicht im Allgemeinen

fiir (qi, Qz)

2. Gilt nur in konservativen Systemen. Bei dissipativen Systemen (Systeme mit Rei-

bung) schrumpft das Phasenraumvolumen.

Beispiel: gedampfter Oszillator

v

3. Auch wenn das Phasenraumvolumen konstant ist, kdnnen sich die Systeme expo-
nentiell voneinander entfernen (,chaotische Systeme®); Abstand oc e, X ist der

Lyapunov-Exponent.

4. Sei o = f(F), E: Erhaltungsgrofe (Energie). Dann:

8@_@8}3_
aqi_aani_

E
do 0o 0 _0

’ apz‘_@api_
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7. B. ,mikrokanonisches Ensemble':

{const., Ey< E< Ey+ AFE
Q:

0, sonst

Bezug zur Quantenmechanik (QM)

klassisch QM
%f ={f.H}+ % %f = [f, fI] + % (Heisenberg-Bewegungsgl.)
%Q ={o,H} + % = % =—10, fl] (von Neumann-Gleichung)

4.6 Hamilton-Jacobi-Theorie

Ziel: Finden einer systematischen Methode zur Losung mechanischer Probleme mit der
Idee, eine kanonische Transformation zu finden, sodass H' einfach (trivial) losbar wird.
Mégliche Strategie:

1. Eine Transformation finden, mit der H’ ein bekanntes, bereits gelostes Problem
darstellt.

2. Kanonische Transformation, bei der alle q§- zyklisch sind (siehe Beispiel 2) im Ab-
schnitt 4.4), d. h.:
. OH'
p .= — =
J dq;

= p} = a; = const.

0

!/

Oaj

= qg. =wjt+ G, wj = = const., 3j = const.

3. Suche kanonische Transformation, sodass:

q} = const.

p}- = const.

— Hamilton-Jacobi-Theorie

Herleitung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

,,_BH’_ g 8H’_0
VT T g
Fordere OF
H=H+—-—=0 4.54
+ (4.54)

wobei F' die erzeugende Funktion der gesuchten kanonischen Transformation ist. Wir

wahlen:
F:FQZFQ(q_:ﬁvt)
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Hier:
o0Fy ;o oy

= H = H(le"‘qu?ph"'apSat)
o0k, o,

TR S
a1 as a1 dgs

Einsetzen in Gl. 4.54:
Hamilton-Jacobi-Gleichug:

8F2 8F2 ) 8F2

H (a1, s 22, 92 gy | OF:
q1 qs a1 dgs ot

=0 (4.55)

Bemerkungen:

1. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eine nichtlineare, partielle Differentialgleichung 1.
Ordnung fir F» in S + 1 Variablen ¢, ..., qg, t.

2. F, hiingt auch von den p’; ab, aber diese sind konstant: p}; = o = const.
Fy=F (CII, s qss o, OJS)

3. Als Differentialgleichung 1. Ordnung in S + 1 Variablen hat die Hamilton-Jacobi-
Gleichung S+ 1 Integrationskonstanten. S davon sind die neuen Impulse p;- = «;. Die
letzte, (S+1)-te Integrationskonstante kommt daher, dass in Gl. 4.55 nur Ableitungen
von Fy auftreten.

4. Die vollstandige Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung:
F2(q17"'7q53t7;a17'--aaS) + as41 (456)

Losungsverfahren

1. Hamiltonfunktion H(q,p,t)

2. Setze p; = g—f_ ein und stelle Hamilton-Jacobi-Gleichung auf: Gl. 4.55
J

3. Lose GI. 4.55.
- FQ(qla"'7q5)ta;al7°")a5>

4. Neue Impulse

p;- = o = const.

und neue Koordinaten:

, OF,  OF,

7 = @:%

= q;'(qh-..,qs,t;a1,...,a5)
= [3; = const. (457)
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5. Lose Gl. 4.57 nach den ¢; auf (j =1,...,.5):

=,

9 = qj(t;0n, .. a5, 1, ., Bs) = q;(t;: A, 5)
Dies ist die Losung des urspriinglichen Problems (Bahnkurve).

6. Impulse:
0, L
L — — . t:
Pi = 5q, p;(7:t; )

aus 5., setze Bahnkurve ¢(¢; @, §) ein:

pj = p;i(t; @, B)
7. Anfangsbedingungen:

=0;d,0) = @

=0;a,8) = 7o

Physikalische Bedeutung von F;

AFy <~ / OF. OF OF
dTQZZvaHa? />+ i

v \W_/
=P =0

Die Losung von Gl. 4.55 hat folgende Eigenschaften:

oF, -
0q; J
P o= 0
O = H —-H=-H
ot ~
FEinsetzen:
dFy
a ZPJQJ H=1L (4.58)
Fy ist Stammfunktion von L, integrlere:
F, = /Ldt + const. (4.59)
Beispiel: Harmonischer Oszillator
Vig)y
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1.
_p 1 e
B =5 T g
2.
_os
S gesuchte erzeugende Funktion
oS oS
H — =0
(q, aq’ )+ ot
1,08 1 oS
o (g) amend 5 = 0

(partielle Differentialgleichung fiir S(q,t))
3. Seperationsansatz: S(q,t) = W(q) + V (¢)
1 ( 8W> 1 9 ov

Jq B

= f(q) =9(t)

Kann nur fiir alle ¢ erfiillt sein, falls gilt:

i(aim/y—klmw 2 — o = const
dq 5 0 = Q= .
v _ _
a -
= V(t) = —at+ const.
dWw 2a
—_— 2ma — m2wiq? = mw —q?
dg \/ 0 0

W(g) = mwo/ Y 4

Mit )
/ V1—22dx = 5(@" 1—22+ arcsin:n) + const.
folgt:
1 2 2
S(g,t,a) = mwp | =q 7a2 — ¢+ a 5 arcsin (q %) — at + const.
2 mw; mwg 2a

4. neue Impulse und Koordinaten

/

p =«

J = 65 @ = const. = (8
Oa

2a
\—= — ¢*dq —t—— A/ -1
mwo 7 arcsin (qw 2a) (+)
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5. 16se nach ¢ auf

1
= —1/—sin (wo(t+ B)) = q(t; o, B)
wo
6. Impulse:
o5 _aw
P = dqg  dg
= mwg ‘j%i,__q2

_ \/%\/1 — sin? (wo(t + B))
= V2ma cos (wo(t + B))

7. Anfangsbedingungen (¢ = 0): Wahle

p(0) = po=
q0) = q #0
'v'(q)A t=0

\ 4

q0 q

Beniitze (sx):

2
mw
p(0) = 0=+v2may/1— —ao @

2
o = mw0q2
5

Bemerkung: o = E(= Gesamtenergie)
Beniitze (x) bei t = 0:

1 . m T
(8 = — arcsin | gom = —
wo 2a
~——
=1

Setze «,F in p, ¢ ein um die vollstdndige Losung zu erhalten:

q sin wot + 5 COS (wot)
mwo mwo

D V2mE cos (wgt + 5 ) —V2mFE sin(wot)
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Allgemeine Bemerkungen:

1) Separationsansatz immer dann, wenn % =0.

Annahme skleronomer Zwangsbedingungen: H = F ist ein Integral der Bewegunmg, F die
erhaltene Gesamtenergie. Hamilton-Jacobi-Gleichung:

(5 57) + 7 =0

Ansatz:
S(q,t) =W(q) — Et

somit ist H = F und die Zeitabhéngigkeit eliminiert. Wir erhalten eine

szeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung:

H(q’, 6(;/;) —E (4.60)

W heifst hamiltonsche charakteristische Funktion: Thre physikalische Bedeutung (wie
bei S):

dw oW, oW, N
i = g+ gyth) = Xom

J J j=1
=W = /ijqjdt:A

A ist die verkiirzte Wirkung, s. Maupertuis, Gl. 4.10.

2) Was haben wir gewonnen?

e Wir haben 2S5 gewohnliche Differentialgleichungen ersetzt durch eine partielle Differ-
entialgleichung in S + 1 Variablen.

e Allgemein sind partielle Differentialgleichungen schwieriger zu 16sen als gewohnliche.
e Ausnahme: seperable Probleme

e Nehme an, dass % = 0 Dann:

S=W - FEt
Seperables Problem: eine Variable (z.B. ¢; und %{1/ kommt in H als f(ql, g—?j) vor.
Dann ist oW oW oW
1o as 2 Y (0 )Y
1200950 T, dqs S oq
Seperationsansatz:

W(@) = W(az, - as) + Wi(a1)

= H(mts S S (0, ) = B

Fiir alle ¢; folgt
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und damit: B B

H(QQ, -y 48, 8—W, vy a—W

9q2 dqs

Aus der partiellen Differentialgleichung in S Variablen wurde so eine gewthnliche
Differentialgleichung und eine partielle Differentialgleichung in S — 1 Variablen.

701>ZE

Spezialfall fiir zyklisches ¢;, also g—g =0
oWy
f = f( o0 ) = const. =
=dWidgr = f1(C1)=a
= Wi(q1) = a1q1 + const,

=0

Der Seperationsansatz wird also:

W(d) = V_V(QQ7 ceey QS) + a14g1
Im besten Fall:
W=> W)
j=1

Dies fiihrt auf S gewohnliche Differentialgleichungen:
AW
H-(q~,—ﬂ> = @
I\ "4y, J
4.7 Ubergang zur Wellenmechanik

klassische Mechanik

kanonische Transformationen Poisson-Klammern
oo} > [oon]

Wirkungs- und Hamilton-Jacobi-Theorie

Vinkelvariabl l
Winkelvariablen Analogie zur Optik

Bohr-Sommerfeld (1913) Wellenmechanik Matrizenmechanik
(Schrédinger, 1926) (Heisenberg, 1925)

Quantenmechanik
Dirac (1930)
von Neumann (1932)

Wellengleichung der klassischen Mechanik
Man nimmt an:

OH

2 =
ot
= H = T+V =F = const.
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Wirkungsfunktion:

Da p’ = const. folgt, dass
W (q) = const.,

also eine (hyperbolische) Fléche im Konfigurationsraum ist. Die Flidchen bewegen sich als
fortlaufende Wellenfronten:
S(q,t) = const.

Hamilton-Jacobi: Ein Teilchen im R3: ¢ = (., 2)

2

p
H=—
5 T V(@)
Benutze: 55 89
p— 876»’ ?q_’ = VS(‘T)
B —— = - = E
5 (VS)*+ V(9 5
E? 1 (38\?
2 _ _ .= _ - (=2
(VS =2m (B - V(@) = 2y = | ( &)
(VS)? = 1 (98)° (4.61)
w2\ ot i
und mit S =W — Et:
E2
2 _
(VW) = oz (4.62)
Bemerkungen:
e Formulierung (fast) wie bei Lichtwellen
e Die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit
E
u= |E] = u(q) (4.63)

V2m(E — V()
ist ortsabhéngig!

e Analogie: Lichtausbreitung in einem Medium mit ortsabhéngigem Brechungsindex

()
Einschub: Lichtwellen mit u(7) (— Kapitel 1)

Die skalare Wellengleichung lautet mit u = :

1 0%
2

1) Losung fiir n = const.:
o= cpoexp(—i(k-f’—wt))
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Dispersionsrelation:
2
w:uk:Ek:ckozlc:Qﬂ'V
n )\0
c
= 4.65
v+ (4.65)

2) n = n(r)

Ansatz:
© = exp (A(f} + cko(L(7) — ct))

A bestimmt die Amplitude, fiir n = const. folgt A = const.. L(7) nennt man Lichtweg
oder Eikonal, n = const. bedeutet, dass L(7") = nk - 7. Dies setzt man in Gl 4.64 ein,
mit der Naherung, dass sich n(7) nur schwach auf der Skala der Wellenlédnge A &ndert (—
geometrische Optik), woraus sich VA(7) ~ 0 ergibt:

2
V2o ~ —k:(%((VL(f))2 t k0v2L(f‘))<p = L
—— —— c
Re Im
Betrachte den Realteil, dies ergibt die

Eikonalgleichung fiir die geometrische Optik:

(VL(M)? = (n()” (4.66)

Wellenoptik
Idee:
Lichtwellen e > Materiewellen
2 g (Wellenmechanik)
i, Oy
=2 on (%)
: A

Vit L =0
@ ul ¥

|} Eikonalgleichung

(VL =n?= 5 vy =2

u’ Analogie u?
(*) )
m
V3 + Sz (BE=V)Y =0
Dies ist die

Schrédinger-Gleichung

Hy = Ey (4.67)

mit dem

Hamilton-Operator:

H=——V21+V(Q (4.68)
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Dispersionsrelation: Analog zu Gl. 4.65.

1 1
V:)\—Oc — v=—-F

h ist das Planck’sche Wirkungsquantum:

[h] = Energie- Zeit = Wirkung
= 6.6-107%Js
_ I
Y
E=hv (4.69)

w? 2w 2 2m\2E? (4.63) 2m
n2u? <7> - (7> W

nu h/) u? ﬁ(E_V)
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