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Aufgabe 27 : Kovariante Formulierung der Lorentzkraft (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die kovariante Bewegungsgleichung

du”

dr
die Lorentzkraft enthélt. Da es sich um eine vierkomponentige Gleichung handelt, erhalten Sie
noch eine weitere Gleichung. Leiten Sie aus dieser eine Erhaltungsgrofie ab. Nehmen Sie dazu an,
dass das elektrische Feld E von einem zeitunabhéngigen Potential ¢ erzeugt wird und schreiben
Sie damit die rechte Seite als Zeitableitung.

m = qF""u,

Aufgabe 28 : Spin und Helizitit (8 Punkte)

Fiir relativistische Teilchen ist der Spinoperator gZ gegeben durch!
e S it g = 0 = L
Oij = €ijk mit 635 = 0 _2[7a7]

a) Berechnen Sie die Komponenten von ¥ = (3,,%,, ) sowie von (23)2.

b) Der Helizitéitsoperator ist gegeben durch

h=% k=K,

wobei k = k/|k| den Einheitsvektor in Richtung der rdumlichen Bewegung kennzeichnet. Zeigen
Sie, dass falls die Diracgleichung durch die Wellenfunktion der Form v (z) = eik0a—ker)y — ik
erfiillt wird, so wird sie auch durch hy(z) erfiillt.

L Standarddarstellung der v-Matrizen :

mit den Eigenschaften

(77,71} = 29", ° = in iy



¢) Im Gegensatz zum nichtrelativistischen Grenzfall kann der Spin eines sich frei bewegenden
masselosen Teilchens nicht beliebig ausgerichtet sein, sondern nur parallel (Helizitdt +1), oder
antiparallel (Helizitédt -1) zur Bewegungsrichtung. Zeigen Sie, dass fiir einen freien masselosen Fer-
mionenzustand ¢ mit positiver Energie gilt : h) = 4. Multiplizieren Sie dazu die Diracgleichung
mit y°~°.

Anmerkung : Wenn sich die physikalischen Eigenschaften eines Teilchens mit der Helizitdt andern,
so spricht man von Chiralitdt. So zeigt sich z.B. experimentell, dass nur Neutrinos mit negativer
Helizitat, d.h. Eigenwert h = —1 existieren.

Aufgabe 29 : Losung der Dirac-Gleichung fiir freie Teilchen (8 Punkte)

Die freie Dirac-Gleichung ist gegeben durch?

(=i + Z2)0 = 0. (1)

Zur Losung wahlen wir folgenden Ansatz
Y (2) = u,(k)e™ ™ (Lésungen positiver Energie) (2)
() = v, (k)e™™ (Losungen negativer Energie) (3)

mit r € {1,2}, k° = |E|/he¢ > 0 und p¥ = hk” = (E/c, p).
Da eine direkte Losung miihsam ist, nutzen wir die Eigenschaften der y-Matrizen sowie die Di-
spersionsrelation E? = ¢?p? + m2c* im Folgenden geschickt aus.

a) Bestimmen Sie die Wellenfunktionen fiir ein ruhendes Teilchen aus der Schrodingerform der
Diracgleichung. Wihlen Sie dabei die Spinoren u;(0) = (1,0,0,0)%, uy(0) = (0,1,0,0)T, v,(0) =
(0,0,1,0)T und vo(0) = (0,0,0,1)7.

b) Zeigen Sie, dass ff = k,k* und damit (hf £ me)(hf F me) = 0.

c¢) Uberzeugen Sie sich, dass aus dem Ergebnis b) folgt, dass die Spinoren u, (k) und v, (k) fiir
endliche Impulse direkt gegeben sind durch

c
N
mit einer noch zu bestimmenden Normierung N.

(i + me)u,(0), v, (k) = %(—h}é + me)v, (0) (4)

u, (k)
d) Um Gleichung (4) auszuwerten und die 4er-Spinoren fiir endliche Impulse explizit zu bestimmen,
schreiben Sie die 4er-Spinoren als

w0 = (%) wnd w0 = () 5)

1), Xo = <(1)> und 0 = <8> und rechnen so mit 2x2-Matrizen. Verwenden Sie die

0
Standarddarstellung der y-Matrizen.

mit x; =

e) Die Normierung soll so gewéhlt werden, dass die Spinoren w,.(k) und v,(k) orthonormal sind,
also dass gilt? :

ar(k>us(k> = 5rsa z_]7‘(]{;)7)8(]{7) = _5rsa ﬂr(k)vs(k> =0. (6>

Hinweis : Demonstrieren Sie, dass i, (k) = ul(k)y° = cui,.(0)(hf+mc) /N, sowie dass 1, (0)y'u,(0) =
0 und analog fiir o, (k).

2Der Feynman-Slash, auch Feynman-Dagger genannt, ist definiert durch ¢ = YHa,.
3Der adjungierte Spinor @ ist definiert durch @ = uf~°. ' wird hermitesch adjungierter Spinor genannt.



