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Aufgabe 31 : Nicht-relativistische Elektronen im Magnetfeld (7 Punkte)

Im nichtrelativistischen Grenzfall geht die Dirac-Gleichung in Anwesenheit eines Magnetfeldes in
die Schrodinger-Gleichung

. 1 eh

mit B = V x A iiber. Ferner ist o der 3-komponentige Vektor der Pauli-Matrizen und 1 die
2x2-FEinheitsmatrix. 1 beschreibt hier einen 2-er Spinor.

Wir verwenden im Folgenden die Landau-Eichung A = (0,x|B|,0) und betrachten NUR eine
Elektronenbewegung transversal zum Magnetfeld, d.h. 0,7 = 0.

a) Berechnen Sie das Magnetfeld B.
b) Verwenden Sie die Ansatz

wn,o _ e—ien’gt/he—ikyyun (QU)XU

mit den 2-komponentigen Spinoren y, = ((1)) und xy_ = (g) Bestimmen Sie die Eigenener-

gien von wu,(z) indem Sie das Problem durch eine geeignete Koordinatentransformation auf den
harmonischen Oszillator zuriickfiihren.

Hinweis : Fiihren Sie die Zyklotronfrequenz w = eB/m ein.

c) Zeigen Sie, dass die Energieniveaus der Elektronen gegeben sind durch
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Bestimmen Sie die Zeeman-Energie AE = ¢, _ — ¢, und driicken Sie das Ergebnis durch das
Bohr-Magneton ug = eh/2m aus.



Aufgabe 32 : Relativistische Elektronen im Magnetfeld (7 Punkte)

Die Dirac-Gleichung im kréftefreien Fall ist gegeben durch

(—z’<§9+ %) Y =0.

a) Koppeln Sie ein durch die Dirac-Gleichung beschriebenes Elektron an ein Feld A* = (0,0, x5, 0)
an.

b) Zeigen Sie, dass unter der Bedingung 0,1 = 0 die Dirac-Gleichung mit einem geeigneten Ansatz
(siche Aufgabe 31) geschrieben werden kann als

E — mc? 0 0 c(ihd, — imwx)
0 E —mc? c(ihdy + imwz) 0 _0
0 c(—=ihd, +imwz)  —E — mc? 0 y=0.
c(—ihd, — imwx) 0 0 —F — mdc?

c¢) Bestimmen Sie die Eigenenergien der Spinoren, welche die Form

1 0
Yy = 8 bzw. Zi
Y4 0

besitzen.
d) Entwicklen Sie die Energien fiir den nichtrelativistischen Grenzfall.

e) Uberlegen Sie sich grob, dass im nichtrelativistischen Grenzfall fiir positive Energie E die
Komponenten ¢y und v, und fiir negative Energie E die Komponenten 3 und v, den Spinor
dominieren.

Aufgabe 33 : Spin-Bahn-Kopplung in Halbleitern (6 Punkte)

Zweidimensionale Elektronensysteme kénnen experimentell in speziell geschichteten Halbleiter-
strukturen realisiert werden. In diesen Systemen kann der Einflul der atomaren Spin-Bahn-
Kopplung auf das delokalisierte Elektron durch den folgenden zweidimensionalen Hamiltonian
(Rashba-Hamiltonian) beschrieben werden :
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o + E(pry — OyDz)-

Der Parameter « ist nur ungleich Null, wenn das System asymmetrisch beziiglich der Ebene des
zweidimensionalen Elektronensystems ist. In dem Fall héingt a von den Eigenschaften des Materials
und der Struktur der Probe ab.

Hy =

a) Losen Sie das Eigenwertproblem des Rashba-Hamiltonian. Beginnen Sie mit dem Ansatz ebener
Wellen 1) = ( Z
schiedlichen Energie-Eigenwerte zu dem gegebenen Wellenvektor (£, k,) und berechnen Sie die
(a,b)”-Spinoren zu den Energie-Eigenwerten.

ek +kyy) yund der Schrodinger-Gleichung. Berechnen Sie die beiden unter-

b) Bestimmen Sie den Erwartungswert des Spin-Vektors o = (0,,0,,0,) in den beiden Energie-
Eigenzustidnden fiir einen festen Wellenvektor (k, k,). Verwenden Sie die normierten Wellenfunk-
tionen.

Hinweis: In a) und b) kann es hilfreich sein, Polarkoordinaten (k, ) fiir den Wellenvektor ein-
zufiihren.



